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2.1.2 Deuxìeme exemple : suspension . . . . . . . . . . . . . . . . .7
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2.2 Propríet́es des systèmes̀a temps continu . . . . . . . . . . . . . . . . .12
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3.2 Ŕeponse harmonique des systèmes̀a temps continu . . . . . . . . . . . 36
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6.2 Pŕecision . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .77
6.2.1 Expression de l’erreur . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .77
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6.2.4 Dualit́e stabilit́e-pŕecision . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 79
6.2.5 Influence des perturbations . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .79

7 Commande des systèmesà temps continu 81
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D.1 Principes deMatlab . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .109
D.2 Utilisation de laControl Toolbox . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .109
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Chapitre 1

Introduction à l’Automatique

1.1 Notion de syst̀eme et de syst̀eme asservi

Le motsyst̀emefait référencéetymologiquement̀a un ensemble organisé. En Auto-
matique, on d́efinit un syst̀eme dynamique1 en consid́erant un proćed́e de nature quel-
conque (physique, biologique,économique, . . .) quíevolue sous l’action d’entŕeeset
dont l’évolution est caractériśee par sessorties.

On appelleasservissementd’un syst̀eme le bouclage effectué lorsque l’on ajuste
l’entrée du syst̀eme en ŕeaction aux informations de sortie. Pour saisir la notion de
syst̀eme asserviou syst̀eme avec contre-réaction, supposons que l’on vient de finir en
sueur un match de rugby. Plusieurs cas de figure se présentent selon que vous jouez au
fin fond du Cantal ou au Stade Toulousain :

– premier cas (le Cantal profond. . .) : la douche est rustique et par conséquent
équiṕee d’un simple bouton qui laisse couler l’eauà la temṕerature pŕevue : une
fois l’eau chaude (s’il y en a) arrivée dans le circuit, la température se stabilise
à peu pr̀es. Qu’elle soit̀a votre gôut ou non, vous n’avez pas de possibilité de
réglage de l’entŕee en fonction de votre perception ;

– apr̀es la douche brûlante de la semaine passée (cas pŕećedent) vous testez les
nouvelles douches de votre club. Celles-ci disposent de deux robinets : un d’eau
chaude et un d’eau froide. L’eau chaude ayant coulé depuis assez longtemps, vous
commencez d́ejà à vous br̂uler : vous ajustez alors la température en agissant sur
l’arriv ée d’eau froide. L’eau se refroidit, vous réajustez, elle est trop chaude, vous
réajustez, et ainsi de suite, jusqu’à la temṕerature esṕeŕee ;

– arrive la conśecration : les douches avec thermostat de votre club professionnel.
Plus besoin de passer votre tempsà ŕegler la temṕerature en passant de la douche
écossaisèa la br̂ulure. Vous ajustez la valeur souhaitée sur le bouton gradué du
thermostat, vous vous rendez sous la douche et la température monte rapidement
à la valeur souhaitée : vous avez d́ecouvert la ŕegulation automatique.

Ces trois sc̀enes de la vie«courante» illustrent parfaitement la notion decontre-ŕeaction.
Le deuxìeme cas est particulièrement int́eressant : en réponsèa une information de sortie
(la temṕerature de l’eau), l’utilisateur réajuste l’entŕee (le d́ebit d’eau froide ou chaude)
pour amener la sortièa la valeur d́esiŕee ou autour de celle-ci. C’est le principe même
de la contre-ŕeaction. Dans le troisième exemple, la régulation est ŕealiśee de manìere
automatique : c’est le but de ce cours ! Le premier cas illustre quantà lui un syst̀eme

1Le termedynamiqueest souvent omis.
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douche+douch́e sans possibilité de contre-ŕeaction.
De manìere plus ǵeńerale, l’asservissement d’un système est effectúe en compa-

rant une grandeur de consigne, image de ce qui est désiŕe, et une grandeur de mesure,
image de la grandeur réellement obtenue. L’intér̂et de l’asservissement d’un système,
outre de suivre la consigne de la manière sṕecifiée, est de le prémunir des perturbations
dues aux diff́erentes imperfections : mauvaise modélisation, mauvaise mesure ou toute
autreélément non mod́elisable. En effet, le réajustement permanent de la commande du
proćed́e pour obtenir la sortie souhaitée a pour effet de donner une certaine robustesse
vis-à-vis des perturbations : sous la douche, si le débit d’eau chaude diminue alors que
celui de l’eau froide reste constant, vous agirezà coup ŝur. . .

1.2 Modélisation, analyse et commande d’un système

L’objet de l’Automatique est de d́eterminer les propriét́es d’un syst̀eme et d’utili-
ser cette connaissance pour obtenir du systèmeà la fois les performances voulues par
l’utilisateur et une immunit́e accrue aux perturbations. La première t̂ache consistèa
caract́eriser le syst̀eme. Samod́elisationpeutêtre obtenue par l’écriture des lois de la
physique, lorsque les paramètres du système sont relativement bien connus. Alterna-
tivement, en particulier lorsque l’on ne sait pas mettre le système enéquation, on a
recoursà l’étude de la ŕeponse du systèmeà diverses excitations, pour en construire
un mod̀ele paridentification. Dans les deux cas,à partir du mod̀ele obtenu, la phase
d’analyseconsistèa d́eduire les diff́erentes propriét́es caract́eristiques du système. Ceci
permet finalement d’asservir le système, c’est-̀a-dire d’́elaborer son entrée afin que sa
sortie ait les propríet́es temporelles et fréquentielles requises. Le calcul d’uncorrecteur
remplissant cette fonction et sa mise en œuvre sont appeléscommandedu syst̀eme.

1.3 Objectifs et cadre de l’́etude

1.3.1 Objectifs

L’objet de ce premier cours d’Automatique est de sensibiliser de futurs ingénieurs
aux probĺematiques de la modélisation, de l’analyse et de la commande des systèmesà
temps continu, qui concernent un grand nombre de disciplines de l’ingénieur : ḿecanique,
électronique,́electrotechnique, physique,etc. Par souci de simplicité et de ṕedagogie, on
se limitera au cas dessyst̀emes monovariables, c’est-̀a-dire posśedant une seule entrée
et une seule sortie.Malgré cette restriction, leśeléments pŕesent́es ici constituent aussi,
pour le futur sṕecialiste, la base nécessairèa l’élaboration de stratégies de commande
plus complexes, notamment pour des systèmes multivariables.

1.3.2 Mise en œuvre analogique ou nuḿerique ?

Lorsqu’un syst̀eme poss̀ede une entréeu(t) et une sortiey(t) qui sont des fonc-
tions d’une variable continuet, on parle desyst̀emeà temps continu. S’il s’agit d’une
variable discr̀etek, on parle desyst̀emeà temps discret. Historiquement, les premiers
outils d́evelopṕes en Automatique concernaient les systèmesà temps continu. En ef-
fet, les bases de la discipline ontét́e pośees bien avant (plusieurs dizaines d’années. . .)
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l’apparition des calculateurs. Si l’intér̂et d’étudier les systèmesà temps discret et leurs
sṕecificités estévident à l’ère du tout PC, les concepts fondamentaux de l’Automa-
tique peuvent̂etre plus aiśement pŕesent́es dans le cas du temps continu. Par ailleurs, si
l’ élaboration d’un correcteur analogique reste limitative d’un point de vue pratique, la
plupart des proćed́es asservis sontà temps continu, si bien que la synthèse d’un correc-
teur continu et sa mise en œuvre analogique correspondent malgré toutà une certaine
logique.Ainsi ce cours traitera exclusivement du cas des systèmes̀a temps continu, les
syst̀emesà temps discret, en particulier la commande numérique de proćed́es analo-
giques,́etant vus en deuxième anńee.

1.3.3 Commande lińeaire ou non linéaire

Une dernìere limite à fixer pour notréetude consistèa choisir les cat́egories de
syst̀emes̀a temps continu monovariables que l’on souhaite considérer. Ceux-ci peuvent
être clasśes en deux espèces, selon qu’ils sont linéaires ou non. Schématiquement, la
propríet́e de lińearit́e correspond au fait que le système ait une caractéristique entŕee-
sortie lińeaire. Parmi les systèmes non lińeaires, on retrouve tout d’abord des systèmes
linéaires subissant des contraintes non linéaires (saturation, hystéŕesis), tr̀es fŕequentes
en pratique. D’autres systèmes ont un mod̀ele intrins̀equement non lińeaire, mais leur
étude peut̂etre restreinte au voisinage d’un point de fonctionnement nominal, où la ca-
rat́eristique est lińeaire par approximation. Ces deux premières cat́egories de systèmes
peuvent̂etreétudíees par le biais de techniques linéaires. Enfin, certains systèmes sont
non linéaires et ne peuvent pasêtreétudíes autour d’un point de fonctionnement.L’ étude
des syst̀emes lińeariśes autour de leur point de fonctionnement est abordé dans ce cours.
En revanche, les techniques de commande des systèmes non lińeaires, y compris les
plusélémentaires (premier harmonique, plan de phase), seront vues uniquement dans le
cours d’option qui leur est consacré. . .





Chapitre 2

Modélisation

2.1 Mise enéquation d’un syst̀eme physique

Les équations d́ecrivant l’́evolution d’un syst̀eme dynamique sont obtenues en ap-
pliquant les lois de la physique. Il est possible toutefois que le modèle obtenu ne donne
qu’une repŕesentation approchée des ph́enom̀enes ŕeels. En effet, il est en géńeral diffi-
cile de prendre en compte l’ensemble des phénom̀enes physiques mis en jeu.

2.1.1 Premier exemple : moteur̀a courant continu

Description

Un moteurà courant continu (MCC), dont le schéma de principe est donné à la fi-
gure 2.1, est un dispositifélectroḿecanique qui convertit unéenergiéelectrique d’entŕee
en énergie ḿecanique. L’́energieélectrique est apportée par un convertisseur de puis-

FIG. 2.1 – Principe de fonctionnement d’un moteurà courant continu [Bernot 99]

sance qui alimente le bobinage disposé sur l’induit mobile (rotor). Ce bobinage est placé
dans un champ magnétique, permanent ou non, produit par l’inducteur. On supposera
pour simplifier que cette excitation est sépaŕee et constante, comme c’est le cas, notam-
ment lorsque l’inducteur est constitué d’aimants. Le courant circulant dans les spires
de l’induit du moteur, des forceśelectriques lui sont appliquées et, gr̂aceà un dispositif
adapt́e (balais et collecteur), les forces s’additionnent pour participerà la rotation. On
peut ainsi consid́erer le moteur comme un système dont l’entŕee est la tension d’induit
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et la sortie une grandeur liéeà la position angulaire du rotor. On choisit tout d’abord la
vitesse de rotation du rotor comme grandeur de sortie.

Modélisation

Le MCCétant un syst̀emeélectroḿecanique, leśequations dynamiques résultent de
la combinaison des modélisations ḿecanique et́electrique du moteur, schématiquement
décritesà la figure 2.2. Pour la partiéelectrique, on calcule la tension aux bornes de

���
�

���
�

���
�
f

R L
i

e

ω

γ
u

i

u

FIG. 2.2 – Sch́ema d’un moteur̀a courant continu

l’induit. L’ équationélectrique, liant la tensionu aux bornes de l’induit et le courant
d’induit i s’écrit :

Ri+ L
di

dt
+ e = u, (2.1)

oùR est la ŕesistance de l’induit du moteur,L son inductance ete la forceélectromotrice,
qui est proportionnellèa la vitesse de rotation du rotor :

e = Ke ω. (2.2)

Pour la partie ḿecanique, on applique le principe fondamental de la dynamique autour
de l’axe de rotation. L’́equation ḿecanique rendant compte des couples agissant sur le
rotor s’́ecrit :

γ − fω = J
dω

dt
, (2.3)

où γ est le couple moteur,f le coefficient de frottement visqueux etJ le moment d’iner-
tie du rotor. On ne tient pas compte en première approximation du frottement sec, qui
introduirait des termes non linéaires. Par construction, le coupleγ est proportionnel au
courant d’induiti :

γ = Kmi. (2.4)
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En r̀egle ǵeńerale les coefficientsKe etKm sont si proches qu’il est raisonnable de les
consid́ererégaux, ńegligeant alors les pertes durant la conversionélectroḿecanique de
puissance. En posantK = Ke = Km, leséquations (2.3) et (2.4) donnent :

Ki = fω + J
dω

dt
. (2.5)

En d́erivant (2.5), il vient :

K
di

dt
= f

dω

dt
+ J

d2ω

dt2
. (2.6)

En combinant (2.5) et (2.6) avec (2.1) et (2.2) :

R

K

(
fω + J

dω

dt

)
+
L

K

(
f
dω

dt
+ J

d2ω

dt2

)
+K ω = u. (2.7)

Finalement, en ordonnant (2.7) de façonà avoir un coefficient de un devant le degré de
dérivation le pluśelev́e, il vient :

d2ω

dt2
+
RJ + Lf

LJ

dω

dt
+
Rf +K2

LJ
ω =

K

LJ
u. (2.8)

Cetteéquation diff́erentielle relieω etu par l’intermédiaire de param̀etres constants dans
le temps. Il s’agit d’unéequation diff́erentielle lińeaireà coefficients constants d’ordre
2.

2.1.2 Deuxìeme exemple : suspension

Description

On consid̀ere un amortisseur de voiture dont le principe est schématiśe à la fi-
gure 2.3 page suivante. La massemv est la masse totale de la voiture et on suppose que
chaque suspension supporte le quart du poids total. La suspension se comporte comme
un ressort sitúe entre le cĥassis du v́ehicule et la roue. Ce ressort amorti a pour constante
de raideurks et pour coefficient de frottement visqueuxfs. La roue, de massemr, porte
un pneu qui est mod́elisé par un ressort id́eal de coefficient de raideurkr.

Modélisation

On fait le bilan des efforts sur chacune des masses pour appliquer le principe fonda-
mental de la dynamique, selon l’axe~z. Le syst̀eme ob́eit au principe de superposition :
pour les diff́erents corps l’altitude finale est la superposition de l’altitude au repos et des
variations líeesà la route. Dans l’́equation dynamique les termes associésà la position
d’équilibre donc au bilan statique disparaissent car leur somme est nulle1. Seules les
variations autour du point d’équilibre sont alors considéŕees. Pour ne pas alourdir les
notations ces variations sont simplement notéeszv, zr et zc pour le v́ehicule, la roue et
le point de contact respectivement (voir figure 2.3 page suivante). Alors, le bilan des
forces sur le solide suspendu donne :

mv

4

d2zv

dt2
= −ks(zv − zr)− fs

(
dzv

dt
− dzr

dt

)
, (2.9)

1Si ça ne vous revient pas prenez le cas d’un ressort auquel est suspendu une masse etécrivez tour̀a
tour les principes de la statique puis de la dynamique.
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~x

~z

caillou !
kr

syst̀emeà l’équilibre

mv

4

mr

fsks

zc

zr

zv

FIG. 2.3 – Sch́ema de principe d’une suspension

alors que pour la roue :

mr
d2zr

dt2
= −kr(zr − zc) + ks(zv − zr) + fs

(
dzv

dt
− dzr

dt

)
. (2.10)

L’int ér̂et d’une suspension est de permettre de maintenir les occupants du véhiculeà
une altitude la plus constante possible par rapport au profil moyen de la route pour des
raisons de confort. Ainsi, seules les variationszv de l’altitude du centre d’inertie du
véhicule sont int́eressantes, la variablezr ne repŕesentant qu’une variable intermédiaire.
A ce titre, on peut consid́erer que le système ne poss̀ede qu’une sortie :zv. L’entrée
correspond ellèazc, image du profil de la route. La manipulation du système forḿe par
les équations (2.9) et (2.10) ne permet pas d’extraire simplement la relation entrezv et
ses d́erivées d’une part etzc et ses d́erivées d’autre part.

2.1.3 Troisìeme exemple : ŕegulateur de niveau

Description

On consid̀ere le syst̀eme de ŕegulation de niveau de liquide [Ogata 01, Wilkie 02]
repŕesent́eà la figure 2.4 page ci-contre. Un réservoir est alimenté en liquide et le niveau
régĺe par l’interḿediaire de deux vannes placées d’une part dans la canalisation d’entrée
et d’autre part̀a la sortie du ŕeservoir. On supposera que la vanne de sortie est laissée
dans une position donnée et que la seule action sur le système ŕesulte du ŕeglage de la
vanne d’entŕee.
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R

q0 + qs

q0 + qe

vanne entŕee

vanne sortie

h0 + h

FIG. 2.4 – Sch́ema d’un ŕegulateur de niveau de liquide

Modélisation

On peut mod́eliser le proćed́e en le consid́erant comme la superposition d’un régime
continu donnant le point de fonctionnement nominal et de variations autour de ce point
de fonctionnement. Le point de fonctionnement nominal est caractéristique du ŕegime
permanent pour lequel le débit estq0 et la hauteur d’eauh0. Les deux param̀etres reliant
les évolutions de la hauteur de liquide et les débits entrant et sortant sont d’une part
la résistance du tuyau de sortie et d’autre part la section du réservoir. La ŕesistance du
tuyau de sortie est représent́ee par la variation de niveau ramenéeà la variation de d́ebit
de sortie. Selon que le flux est laminaire ou turbulent, la relation entre débit de sortie et
hauteur d’eau sera linéaire ou non. Dans tous les cas, on peut considérer de petites varia-
tionsqs eth autour du point de fonctionnement(q0, h0). La résistance est donc donnée
par la pente de la caractéristiqueh(qs) au point de fonctionnement qui dépend de la na-
ture de l’́ecoulement. Une illustration graphique, pour un fluide turbulent possédant une
relation d́ebit-hauteur non lińeaire [Ogata 01] est donnéeà la figure 2.5 page suivante.
La résistanceR en(q0, h0) vautR = tanα(q0). Si l’on consid̀ere de petites variations
qs du d́ebit de sortie eth de la hauteur d’eau, autour du point de fonctionnement :

R =
h

qs
. (2.11)

La variation de la quantité de liquide dans le réservoir d́epend quant̀a elle de la section
C suppośee constante du réservoir et de la variation de la hauteur de liquide stocké :

Cdh = (qe − qs)dt (2.12)

En ŕeunissant (2.11) et (2.12), on constate que le système, autour de son point de fonc-
tionnement, ob́eit à l’équation diff́erentielle :

RC
dh

dt
+ h = Rqe,
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α

hauteur de liquide

h0 + h

h0

débit de sortieq0 q0 + qs

FIG. 2.5 – Caract́eristique de l’́ecoulement dans le tuyau de sortie

où R est consid́eŕe comme constant. On notera que les anglophones appellentcapaci-
tancela sectionC faisant ainsi l’analogie entre ce système d’́ecoulement d’eau et un
circuit électrique RC.

2.1.4 Quatrième exemple :́echangeur thermique

Description

On consid̀ere le cas d’uńechangeur thermique [Franklin 02]. Le systèmeéchange
de l’énergie thermique entre de la vapeur circulant dans l’enceinte de l’échangeur et de
l’eau circulant dans une tuyauterie qui serpente dans l’enceinte de l’échangeur, comme
repŕesent́e sur la figure 2.6.

θve

θe θm

θv

θee

wv

FIG. 2.6 – Sch́ema d’unéchangeur thermique

La vapeur entre dans l’échangeur̀a la temṕeratureθve et en sort̀a la temṕeratureθv.
L’eau, quant̀a elle, entrèa la temṕerature ambianteθee et ressort̀a la temṕeratureθe. Le
débit de vapeur est régĺe par une vanne placée dans le tuyau d’arrivée de vapeur.
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Modélisation

La temṕerature de l’eau comme celle de la vapeur varient continûment dans l’en-
ceinte et on comprend bien qu’un modèle pŕecis de cet́echange thermique devrait
tenir compte de la variation de température tout le long du serpentin. Un tel modèle
dépendrait de la ǵeoḿetrie du circuit d’eau et des propriét́es locales de l’enceinte.
Il en résulterait une mod́elisation complexe. En première approximation, on préfère
consid́erer que l’enceinte est parfaitement isolée, que la temṕerature y est parfaitement
uniforme et que la chaleurqv ameńee par la vapeur est proportionnelleà la différence
de temṕerature entre la vapeurà l’entŕee età la sortie de l’́echangeur :

qv = wvcv(θve − θv) (2.13)

oùwv est le d́ebit massique de vapeur qui peutêtre ajust́e par action sur la vanne d’entrée
et cv la chaleur massique de la vapeur.

Le syst̀emeétant suppośe sans perte lors de l’échange, un bilan de chaleur per-
met de d́eduire le mod̀ele de l’́echangeur. La chaleuréchanǵee est proportionnellèa la
diff érence de temṕerature entre eau et vapeur :

qe =
θv − θe

R
(2.14)

où R est la ŕesistance thermique moyenne de l’échangeur. Le flux de chaleur net est
donńe par la diff́erence entre la chaleur amenée par la vapeur chaude et la chaleur
échanǵee avec l’eau. L’́evolution de la temṕerature de la vapeur en sortie est alors liée
au flux de chaleur par :

Cv
dθv

dt
= qv − qe

oùCv est la capacit́e thermique de la vapeur. D’après (2.13) et (2.14), il vient :

Cv
dθv

dt
= wvcv(θve − θv)−

θv − θe

R
. (2.15)

De la m̂eme manìere, en faisant un bilan sur l’eau, on trouve :

Ce
dθe

dt
= wece(θee − θe) +

θv − θe

R
, (2.16)

où ce,we etCe sont respectivement la chaleur massique, le débit massique et la capacité
thermique de l’eau.

Enfin,étant donńe que la circulation du flux n’est pas instantanée, la temṕerature de
l’eau en sortie est mesurée avec un retardτ . Comme on suppose queτ est suffisamment
petit pour que la temṕerature n’ait pas varié entre la sortie de l’échangeur et le point de
mesure, il vient :

θm(t) = θe(t− τ). (2.17)

On peut consid́erer que la temṕerature d’entŕee de la vapeur est constante et ainsi la
commande du système est donńee par le ŕeglage de l’ouverture de la vanne et donc
par wv. Le syst̀eme poss̀ede deux sorties : la température de l’eau en sortie qui est
mesuŕee parθm et la temṕerature de la vapeur en sortieθv. Comme dans (2.15) apparaı̂t
le produitwvθv le syst̀eme n’est pas lińeaire. Par ailleurs, la mesure de température de
l’eau introduit un terme de retard. Ces deuxéléments sont des caractéristiques originales
de ce proćed́e, en comparaison avec les procéd́es des exemples préćedents.
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2.2 Propriétés des syst̀emesà temps continu

Les syst̀emes d́ecrits pŕećedemment possèdent tous les propriét́es de lińearit́e et d’in-
variance, au moins localement autour d’un point de fonctionnement. Le caséch́eant,
c’est m̂eme pŕeciśement pour avoir ces propriét́es que l’on se place en un point de fonc-
tionnement. Elles sont en effet d’un grand intér̂et en terme de représentation, comme
nous le verrons plus loin.

Lin éarité

Définition 2.1 (Linéarité d’un syst̀eme) Soity1 et y2 les ŕeponses d’un systèmeΣ ex-
cité śepaŕement par les entréesu1 et u2. Soit α un réel quelconque. Le système est
linéairesi sa sortie vautαy1 + y2 en ŕeponsèa l’entréeαu1 + u2 (voir figure 2.7).

Σ

Σ

Σ
linéarit́e

y2

y1u1

u2

αu1 + u2 αy1 + y2

FIG. 2.7 – Lińearit́e d’un syst̀eme

Un syst̀eme lińeaire ŕepond donc notamment auprincipe de superposition.

Invariance

Définition 2.2 (Invariance en temps d’un syst̀eme) Un syst̀eme est ditinvariantsi une
même commande, appliquéeà deux instants différents produit la m̂eme sortie aux ins-
tants consid́erés (voir figure 2.8).

Σ
u(t) y(t)

Σ
u(t + τ)invariance y(t + τ)

FIG. 2.8 – Invariance d’un système

Principe de causalit́e

Définition 2.3 Un syst̀eme d’entŕeeu(t) et de sortiey(t) est dit causal si, ∀t < 0,
u(t) = 0⇒ y(t) = 0.

Cela signifie que la réponse du système ne pŕec̀ede pas son excitation. On retiendra
notamment que tout système physiquement réalisable est causal.

Définition 2.4 (Causalit́e d’un signal) Un signal f(t) à temps continu estcausalsi
f(t) = 0, ∀t < 0.
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Lin éarité et invariance des syst̀emesétudiés

Reprenons un instant les exemples traités pŕećedemment. L’invariance de l’ensemble
de ces systèmes ne fait aucun doute. Si l’on applique une commandeà l’un d’entre eux
à l’instantt+ τ on observera la m̂eme sortie que si l’on avait fait celaà l’instantt, avec
simplement un d́ecalage deτ dans la ŕeponse. Pour les systèmes trait́es en exemple, la
linéarit́e provient des hypoth̀eses effectúees lors de la mod́elisation. Par exemple, dans
le cas du MCC, on a fait l’hypoth̀ese que le circuit magnétique n’́etait pas saturé et
ne pŕesentait pas d’hystéŕesis, ce qui est ǵeńeralement admis dans la plage de fonc-
tionnement pŕeconiśee par le constructeur. La suspension, quantà elle, aurait pûetre
mod́elisée plus finement en tenant compte d’éventuels frottements secs. De tels frot-
tements, responsables de forces d’amplitude constante mais de signe opposé au mou-
vement auraient induit un comportement non linéaire. Pour le système de ŕegulation de
niveau, l’́etude áet́e faite en un point de fonctionnement précis, permettant de considérer
comme constante la résistance du circuit de sortie, pour de petites variations autour de ce
point. Si l’hypoth̀ese n’est plus v́erifiée, le mod̀ele sera d’autant plus approché. Enfin, le
proćed́e thermique est modélisé gr̂aceà certaines hypoth̀eses qui ne tiennent pas compte
de l’évolution continue dans l’espace des variables de pression et de température. En re-
vanche, on notera que la présence de retard au niveau de la mesure ne modifie en rien
les propríet́es de lińearit́e et d’invariance du système.

2.3 Repŕesentations temporelles des systèmes

On supposera d́esormais que tous les systèmesétudíes sont causaux, linéaires et
invariants.

2.3.1 Repŕesentation externe par unéequation différentielle

Au cours de la mod́elisation du MCC on áetabli la relation (2.8) reliant la ten-
sion d’induit du MCCà la vitesse de son rotor. Il s’agit d’uńequation diff́erentielle
linéaire d’ordre deux,̀a coefficients constants. De manière plus ǵeńerale, dans le cas où
un syst̀emeà temps continùa la fois linéaire et invariant2 poss̀ede une seule entrée et
une seule sortie, sa relation entrée-sortie peut-être d́ecrite par unéequation diff́erentielle
ordinaire3 linéaireà coefficients constants :

n∑
i=c

ai
diy

dti
=

m∑
i=0

bi
diu

dti
(2.18)

où :
– les coefficientsai etbi sont des constantes réelles, telles queac, an, b0 etbm soient

non nuls ;
– n, m sont des entiers positifs tels quem 6 n pour que le système soit causal ;n

est l’ordre du syst̀eme;
– c 6 n est un entier positif ou nul appeléclasse du système.

2LTI en abŕeǵe pourLinear Time Invariant(appellation tr̀es utiliśee).
3ODE en abŕeǵe pourOrdinary Differential Equation.



14 2. Mod́elisation

Cetteéquation diff́erentielle est unereprésentation externedu syst̀eme dans la mesure
où elle relie entŕee et sortie sans faire apparaı̂tre de variable interne au système. La
solutiony de cetteéquation, appelée réponse temporelle du système, est connue sin
conditions initiales (CI) sont connues pour la sortie etm CI sont connues pour l’entrée.

2.3.2 Repŕesentation d’́etat du syst̀eme

De manìere alternative, la dynamique d’un système lińeaire invariant d’entŕeeu et
de sortiey peutêtre d́ecrite par une représentation sous la forme :

dx

dt
= Ax+Bu,

y = Cx+Du, (2.19)

avecA, B, C et D des matrices constantes etx un vecteur de dimensionn, appeĺe
vecteur d’́etat. Cette repŕesentation est appelée représentation d’́etat du syst̀eme. Le
vecteur d’́etat permet de d́ecrire compl̀etement l’́evolution du syst̀eme, dont il donne une
représentation interne. Le syst̀eme d’́equations diff́erentielles d’ordre undx

dt
= Ax+Bu

rend compte deśequations dynamiquesdu syst̀eme alors que la relationy = Cx +Du
est l’équation de mesure(oude sortie) du syst̀eme.

Les variables d’́etat permettent de décrire compl̀etement l’́evolution dynamique du
syst̀eme parn équations diff́erentielles d’ordre 1. L’́etat et la sortie peuvent ainsiêtre
calcuĺes,à tout instant, pour des CIx(0) quelconques.

La matriceA de dimensionn×n est appeĺee matrice d’́evolution(ou encorematrice
d’état). Elle rend compte de l’évolution du syst̀eme enrégime libre, c’est-̀a-direà com-
mande nulle. La matriceB de dimensionn × 1 est appeĺeematrice de commande(ou
encorematrice d’entŕee). Elle rend compte du comportement dynamique du système en
réponsèa une commande. La matriceC de dimension1 × n est appeĺeematrice d’ob-
servation, car elle permet de relier la sortieà l’état. Enfin, le scalaireD est lecoefficient
de transmission directequi relie directement la commandeà la sortie4. Dans le cas òu
D = 0,m < n et le syst̀eme est ditstrictement propre.

Il est important de noter que, contrairementà sa repŕesentation externe, la représen-
tation d’́etat d’un syst̀eme n’est pas unique et dépend du choix des variables d’état. La
non-unicit́e de la repŕesentation d’́etat peut̂etre prouv́ee aiśement. Soit le changement
de variable ŕegulier d́efinissant le nouveĺetatz = P−1x, avecP matrice de passage non
singulìere de dimensionn× n. Alors l’équation d’́etat (2.19) s’́ecrit :

d

dt
(Pz) = P

dz

dt
= APz +Bu,

y = CPz +Du,

soit :

dz

dt
= P−1APz + P−1Bu,

y = CPz +Du.

4On notera que la représentation d’́etat s’applique aiśement dans le cas de systèmes multivariables.
Les dimensions deB, C etD sont alors modifíees, mais cela ne modifie pas fondamentalement l’approche
de mod́elisation. C’est une des raisons du succès de cette représentation, qui est̀a la base des approches
dites modernes de la commande des systèmes.
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Tout changement de variable régulierà partir dex engendre donc une nouvelle repré-
sentation d’́etat.

✐ Exemple

On peut facilement d́eterminer un mod̀ele d’́etat du MCC. On consid̀ere que l’entŕee
du syst̀eme est sa tension d’induitu alors que sa sortie est représent́ee par la vitesse de
rotationω du rotor. On choisit deux variables indépendantes du système : la vitesse de
rotationx1 = ω et le courant d’induitx2 = i. L’ équatiońelectrique (2.1) s’́ecrit alors :

Rx2 + L
dx2

dt
+K x1 = u,

alors que l’́equation ḿecanique (2.3) donne :

K x2 − fx1 = J
dx1

dt
.

On en d́eduit la repŕesentation d’́etat :

d

dt

(
x1

x2

)
=

(
− f

J
K
J

−K
L
−R

L

)(
x1

x2

)
+

(
0
1
L

)
u,

y =
(
1 0

)(x1

x2

)
. (2.20)

On aétabli la repŕesentation (2.20) en choisissantx1 = ω et x2 = i. Le choix effectúe
n’est cependant pas unique. On peut, par exemple, poserx1 = ω et x2 = dω

dt
. Alors,

l’ équation (2.8) conduit̀a :

dx2

dt
+
RJ + Lf

LJ
x2 +

Rf +K2

LJ
x1 =

K

LJ
u.

On en d́eduit la nouvelle représentation d’́etat :

d

dt

(
x1

x2

)
=

(
0 1

−Rf+K2

LJ
−RJ+Lf

LJ

)(
x1

x2

)
+

(
0
K
LJ

)
u,

y =
(
1 0

)(x1

x2

)
. (2.21)

Si l’on consid̀ere maintenant que la sortie du système est sa position angulaireθ et
non plus sa vitesse, l’ordre du système augmente et il faut maintenant choisir un vecteur
d’état de dimension trois, par exemple tel quex1 = θ, x2 = ω = dθ

dt
et x3 = i. On

obtient alors aiśement,̀a partir de (2.20) la représentation :

d

dt

x1

x2

x3

 =

0 1 0

0 − f
J

K
J

0 −K
L
−R

L


x1

x2

x3

+

0

0
1
L

u,

y =
(
1 0 0

)x1

x2

x3

 . (2.22)

Fin de l’exemple ❀❀
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2.4 Repŕesentation par fonction de transfert

On peut donner d’un système lińeaire invariant mono-entrée mono-sortie une repré-
sentation externe simple obtenue par transformation de l’équation diff́erentielle entŕee-
sortie en unéequation alǵebrique. Pour cela on utilise la transformée de Laplace que
l’on va tout d’abord d́efinir.

2.4.1 Transformée de Laplace

Définition 2.5 (Transformée de Laplace)Soitf(t) un signal causal̀a temps continu.
La transforḿee de Laplacede ce signal est d́efinie par :

F (s) = L{f(t)} =

∫ +∞

0

f(t)e−stdt.

Cette transforḿee est une fonction de la variable complexes appeĺeevariable de La-
place.

Les principales propriét́es5 de la transforḿee de Laplace sont données dans le ta-
bleau 2.1, pour deux signauxà temps continuf(t) et g(t) de transforḿees de Laplace
respectivesF (s) etG(s).

linéarit́e L{f(t) + αg(t)} = F (s) + αG(s), ∀α ∈ R

retard L{f(t− τ)} = e−τsF (s), ∀τ ∈ R

intégration L
{∫ t

0

f(τ)dτ

}
=
F (s)

s

dérivation ent L
{
df(t)

dt

}
= sF (s)− f(0)

valeur finale (✻) lim
t→∞

f(t) = lim
s→0

sF (s)

produit de convolution L{f(t) ∗ g(t)} = L
{∫ +∞

−∞
f(τ)g(t− τ)dτ

}
= F (s) G(s)

(✻) Il faut pour que la valeur finale existe que les pôles de la transforḿeeF (s) aient tous une partie réelle strictement ńegative.

TAB . 2.1 – Propríet́es principales de la transformée de Laplace

L’int ér̂et de la transforḿee de Laplace pour l’étude des systèmes ŕeside dans la
possibilit́e qu’elle offre de transformer leśequations diff́erentielles lińeaires d́ecrivant
l’ évolution dynamique du système enéquations alǵebriques plus faciles̀a manipuler,
comme on le constate au vu des transformées des oṕerateurs d́erivée et int́egrale.

2.4.2 Fonction de transfert

Soit un syst̀eme lińeaire invariant d’entŕeeu et de sortiey. On appellefonction de
transfertdu syst̀eme le rapport des transformées de Laplace de la sortie et de l’entrée,à

5Les d́emonstrations correspondantes sont peu difficiles et constituent un bon exercice de calcul.
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CI nulles :

G(s) =
Y (s)

U(s)
. (2.23)

Le terme detransmittance, synonyme de fonction de transfert est parfois utilisé. Il est
important de remarquer que la notion de fonction de transfert est associéeà un syst̀eme
posśedant des CI nulles. L’étude du comportement du système lorsque les CI sont non
nulles est plus complexe, notamment dans le cas de système d’ordréelev́e.

✐ Exemple

A partir du mod̀ele de l’amortisseur constitué par le syst̀eme diff́erentiel deśequations
(2.9) et (2.10) il est difficile d’exprimer l’́equation diff́erentielle entŕee-sortie reliant les
variations de l’altitude du centre d’inertiezv aux variations du profil de la routezc.
La transforḿee de Laplace, en revanche permet de donner une représentation externe
équivalente tr̀es facilement. La transformation deséquations (2.9) et (2.10) donne :

mv

4
s2Zv(s) = −ks (Zv(s)− Zr(s))− fs (sZv(s)− sZr(s)) ,

mrs
2Zr(s) = −kr(Zr(s)− Zc(s)) + ks(Zv(s)− Zr(s)) + fs (sZv(s)− sZr(s)) ,

que l’on peut ŕeordonner :(
ks + fss+

mv

4
s2
)
Zv(s) = (ks + fss)Zr(s), (2.24)

(kr + ks + fss+mrs
2)Zr(s) = krZc(s) + (ks + fss)Zv(s).

Onélimine alors :

Zr(s) =
krZc(s) + (ks + fss)Zv(s)

kr + ks + fss+mrs2

dans (2.24) :(
ks + fss+

mv

4
s2
)
Zv(s) = (ks + fss)

(
krZc(s) + (ks + fss)Zv(s)

kr + ks + fss+mrs2

)
,

soit :(
ks + fss+

mv

4
s2 − (ks + fss)

2

kr + ks + fss+mrs2

)
Zv(s) =

kr(ks + fss)

kr + ks + fss+mrs2
Zc(s),

ce qui donne encore :(
(ks + fss+

mv

4
s2)(kr + ks + fss+mrs

2)− (ks + fss)
2
)
Zv(s) = kr(ks+fss)Zc(s).

Finalement, la fonction de transfert du système est :

G(s) =
Zv(s)

Zc(s)
=

kr(ks + fss)

kskr + fskrs+ (mv

4
(kr + ks) +mrks)s2 + fs(

mv

4
+mr)s3 + mvmr

4
s4
.

Ce calcul montre l’int́er̂et de la transforḿee de Laplace pour extraire la relation entrée-
sortie d’un syst̀eme initialement d́ecrit par un syst̀eme diff́erentiel complexe.
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✐ Autre exemple

La traduction du mod̀ele de l’́echangeur thermiquèa l’aide de la transforḿee de La-
place est́egalement instructive. En effet, comme cela aét́e dit au paragraphe 2.1.4, le
syst̀eme est̀a la fois non lińeaire avec retard. Or la fonction de transfert associéeà un
retard est facilèa exprimer. D’apr̀es la propríet́e de la transforḿee de Laplacéenonćee
au tableau 2.1, l’́equation (2.17) s’écrit, apr̀es transformation :

Θm(s) = e−τsΘe(s).

On remarquera bien que si la fonction de transfert associée au retard n’est pas une
fraction rationnelle ens, le retard n’introduit pas pour autant de non-linéarit́e. Appliquez
la définition (2.17) pour vous en convaincre, si le doute persiste. En revanche, le système
formé par leśequations (2.15) et (2.16) est lui non linéaire en raison du produitwv(θve−
θv) dans (2.15). Pour poursuivre, on linéarise donc cettéequation en consid́erant que
la temṕerature du circuit de vapeur varie peu, ce qui permet de supposer constante la
quantit́e ∆θv = θve − θv. Enfin, pour simplifier les calculs ońelimine la temṕerature
ambianteθee de l’équation (2.15). Pour cela, une petite astuce consisteà mesurer toutes
les temṕeratures relativementàθee, ce qui revient̀a poserθee = 0 dans l’́equation (2.15).
Alors, en appliquant la transforḿee de Laplacèa (2.15) et (2.16) il vient :

CvsΘv(s) = Wv(s)cv∆θv −
Θv(s)−Θe(s)

R
,

CesΘe(s) = −weceΘe(s) +
Θv(s)−Θe(s)

R
.

On isoleΘv(s) dans la secondéequation :

Θv(s) = (1 + weRce +RCes)Θe(s)

et on l’élimine dans la première :

((1 +RCvs)(1 + weRce +RCes)− 1) Θe(s) = RWv(s)cv∆θv

soit :
Θe(s)

Wv(s)
=

Rcv∆θv

weRce + (R(Ce + Cv) + weR2ceCv)s+R2CeCvs2
.

Finalement, pour la sortieθm, la fonction de transfert du système s’́ecrit :

Θm(s)

Wv(s)
=

Rcv∆θve
−τs

weRce + (R(Ce + Cv) + weR2ceCv)s+R2CeCvs2
.

Il s’agit d’un syst̀eme du second ordre, de classe 0, avec retard.

Fin des exemples❀❀

Dans le cas des systèmes lińeaires invariantssans retardla fonction de transfert
prend la forme d’une fraction rationnelle :

G(s) =
N(s)

D(s)
=

∑m
i=0 bis

i∑n
i=c aisi

(2.25)
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qui résulte de la transformation de l’équation diff́erentielle (2.18). Les racines du nu-
mérateurN(s) de la fonction de transfert, au nombre dem, sont appeĺees leszérosdu
syst̀eme. Les racines du dénominateurD(s), au nombre den, sont appeĺees lespôles
du syst̀eme. Tout comme la variable de Laplaces les źeros et les p̂oles sont complexes,
dans le cas ǵeńeral. Si l’on d́eveloppe (2.25), il vient :

G(s) =
b0 + b1s+ . . . + bms

m

acsc + ac+1sc+1 + . . . + ansn
,

qui s’écrit encore :

G(s) =
K

sc

1 + b1
b0
s+ · · ·+ bm

b0
sm

1 + ac+1

ac
s+ · · ·+ an

ac
sn−c

. (2.26)

oùK = b0
ac

est legain statiquedu syst̀eme.
Si l’on factorise le nuḿerateurN(s) et le d́enominateurD(s) de la fonction de

transfert (2.25), on obtient la forme diteforme de Bode:

G(s) =
bm
an

∏m
i=1 (s− zi)∏n
i=1 (s− pi)

(2.27)

où leszi et lespi sont respectivement les zéros et les p̂oles du syst̀eme. Le coefficient
bm

an
est parfois appelé coefficient de gain. On aura soin de ne pas le confondre avec le

gain statique d́efini pŕećedemment.

✐ Exemple

D’après l’équation (2.8), la fonction de transfert du MCC s’écrit :

G(s) =
Ω(s)

U(s)
=

K
LJ

s2 + RJ+Lf
LJ

s+ Rf+K2

LJ

. (2.28)

donc :

N(s) =
K

LJ

etD(s) = s2 +
RJ + Lf

LJ
s+

Rf +K2

LJ
.

Le syst̀eme ne poss̀ede pas de źero carN(s) ne s’annule jamais. En résolvant l’́equation :
D(s) = 0 on d́etermine les p̂oles du syst̀eme. L’expression analytique de ces pôles n’est
pas simple si l’on ne fait pas d’hypothèse sur les diff́erentes grandeurs caractéristiques
du moteur. On montre que moyennant quelques approximations [Louis 02], on peut
obtenir la fonction de transfert sous forme factorisée :

G(s) =
Ω(s)

U(s)
=

KG

τelτem(
s+ 1

τel

)(
s+ 1

τem

) , (2.29)
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ou :

G(s) =
KG

(1 + τels)(1 + τems)
(2.30)

avec :

τel =
L

R
,

τem =
RJ

Rf +K2
,

etKG =
K

Rf +K2
.

Le MCC poss̀ede donc deux p̂oles :

p1 = − 1

τel

etp2 = − 1

τem

assocíesà deux constantes de temps :τel, constante de tempsélectrique etτem, constante
de tempśelectroḿecanique.KG est le gain statique du MCC. Sous forme dévelopṕee,
on a :

G(s) =
Ω(s)

U(s)
=

KG

1 + (τel + τem)s+ τelτems2
. (2.31)

Fin de l’exemple ❀❀

2.5 Correspondance entre repŕesentation d’́etat et fonc-
tion de transfert

2.5.1 Passage de la représentation d’́etat à la fonction de transfert

Formule de passage

Appliquons la transforḿee de Laplacèa la repŕesentation d’́etat :

dx

dt
= Ax+Bu,

y = Cx+Du.

On obtient le syst̀eme :

sX(s) = AX(s) +BU(s),

Y (s) = CX(s) +DU(s).

soit :

X(s) = (sI − A)−1BU(s),

Y (s) = CX(s) +DU(s)
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où I est la matrice identité. Finalement :

Y (s) =
(
C(sI − A)−1B +D

)
U(s). (2.32)

✐ Exemple

Appliquons cette correspondance au cas du MCC. Avec le choixx = (ω i)T , la re-
présentation d’́etatétablie dans l’exemple du paragraphe 2.3.2 donne :

A =

(
− f

J
K
J

−K
L
−R

L

)

B =

(
0
1
L

)
C =

(
1 0

)
etD = 0.

En appliquant la relation (2.32), il vient :

Ω(s) =
(
1 0

) (s+ f
J
−K

J
K
L

s+ R
L

)−1(
0
1
L

)
U(s)

soit :

Ω(s) =
(
1 0

) 1

(s+ f
J
)(s+ R

L
) + K2

LJ

(
s+ R

L
K
J

−K
L

s+ f
J

)(
0
1
L

)
U(s)

qui donne tous calculs faits :

Ω(s) =
K
LJ

s2 + RJ+Lf
LJ

s+ Rf+K2

LJ

U(s).

On vérifie que l’on retrouve bien l’expression (2.28).

Fin de l’exemple ❀❀

Calcul des p̂oles

On aétabli au paragraphe préćedent la correspondance entre fonction de transfert et
repŕesentation d’́etat. L’équation (2.32) peut̂etre ŕeécrite :

Y (s)

U(s)
=
C
(
coT (sI − A)

)
B

det(sI − A)
+D,

où coT (sI − A) repŕesente la transposée de la comatrice de la matricesI − A (d’apr̀es
la formule bien connue. . .). Le dénominateur de la fonction de transfert est donc le
polynômeD(s) = det(sI − A). L’ équation caract́eristiquedu syst̀eme, c’est-̀a-dire
l’ équation de ses pôles peut ainsi s’écrire :

det(sI − A) = 0, (2.33)

à partir de la connaissance de la représentation d’́etat du syst̀eme. Les p̂oles du syst̀eme
sont donćegalement les valeurs propres de la matrice d’évolutionA.
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2.5.2 Passage de la fonction de transfert̀a la représentation d’́etat

Obtention d’un modèle d’état avecA diagonale

Pour obtenir un mod̀ele d’́etat avec une matrice d’évolution diagonale il faut com-
mencer par d́ecomposer la fonction de transfert enéléments simples.

Cas òu tous les p̂oles sont distincts Alors :

Y (s)

U(s)
=

n∑
i=1

αi

s− λi

+D, (2.34)

avecD non nul si la fonction de transfert n’est pas strictement propre (c’est-à-dire si
m = n). On choisit alors les variables d’état successives telles que :

Xi(s) =
1

s− λi

U(s),

pouri = 1, 2, . . . , n. On en d́eduit que :

sXi(s) = λiXi(s) + U(s).

soit :
dxi

dt
= λixi + u. (2.35)

Finalement, d’apr̀es (2.34) et (2.35), on obtient la représentation d’́etat sous forme dia-
gonale :

dx

dt
=


λ1 0 . . . . . . . . . 0
0 λ2 0 . . . . . . 0
. . . . . . . . . . . . . . . . . .
. . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 . . . . . . 0 λn−1 0
0 . . . . . . . . . 0 λn

x+


1
1
. . .
1

u,

y =
(
α1 α2 . . . . . . αn

)
x+Du.

La forme de la matrice d’évolutionA étant diagonale les pôles du syst̀eme sont les
termes apparaissant sur sa diagonale, puisqu’il s’agit des valeurs propres de la matrice
d’évolution. Une telle représentation d’́etat est dite sousforme modale.

Cas òu les p̂oles ne sont pas tous distincts Dans ce cas, considérons le cas d’un p̂ole
λ1 de multiplicit́ep. Alors :

Y (s)

U(s)
=

α1

s− λ1

+
α2

(s− λ1)2
+ . . . +

αp

(s− λi)p
+

n∑
i=p+1

αi

s− λi

+D. (2.36)
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On choisit alors les variables d’état successives telles que :

X1(s) =
1

s− λ1

U(s),

X2(s) =
1

(s− λ1)2
U(s),

. . . . . .

Xp(s) =
1

(s− λ1)p
U(s),

Xi(s) =
1

s− λi

U(s), pouri = p+ 1, . . . , n.

On en d́eduit que :

sX1(s) = λ1X1(s) + U(s),

sX2(s) = λ1X2(s) +X1(s),

. . . . . .

sXp(s) = λ1Xp(s) +Xp−1(s),

sXi(s) = λiXi(s) + U(s), pouri = p+ 1, . . . , n.

soit :

dx

dt
=



λ1 0 . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0
1 λ1 0 . . . . . . . . . . . . . . . 0
0 1 λ1 0 . . . . . . . . . . . . 0
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
. . . . . . 0 1 λ1 0 . . . . . . 0
0 . . . . . . . . . 0 λp+1 0 . . . 0
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 . . . . . . . . . . . . . . . 0 λn−1 0
0 . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0 λn





x1

x2

x3

. . .
xp

xp+1

. . .
xn−1

xn


+



1
0
0
. . .
0
1
. . .
1
1


u,

y =
(
α1 α2 . . . . . . αn

)
x+Du.

La matrice d’́evolution est sousforme ŕeduite de Jordan. Onétend facilement le résultat
préćedent au cas òu plusieurs p̂oles multiples existent.

Obtention d’un modèle d’état avecA compagne

La fonction de transfert du système s’́ecrit :

G(s) =
Y (s)

U(s)
=
N(s)

D(s)
=

b0 + b1s+ . . . bms
m

a0 + a1s+ . . . + sn
,

c’est-̀a-dire telle quean = 1, ce qui est non restrictif puisque l’on peut toujours s’arran-
ger pour obtenirG(s) sous cette forme en divisant paran numérateur et d́enominateur.
On choisit le vecteur d’étatx tel quex1 vérifie :

U(s) = X1(s)D(s),

Y (s) = X1(s)N(s),
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soit :

U(s) = (sn + an−1s
n−1 + . . . + a0)X1(s), (2.37)

Y (s) = (bms
m + bm−1s

m−1 + . . . + b0)X1(s). (2.38)

En choisissant alorsx2, x3, . . . , xn de sorte que :

dx1

dt
= x2,

dx2

dt
= x3,

. . . . . .
dxn−1

dt
= xn, (2.39)

on a, pouri = 1, 2, . . . n :
dxi

dt
=
dix1

dti
. (2.40)

D’après (2.37) :
dnx1

dtn
= −an−1

dn−1x1

dtn−1
− . . . − a0x1 + u, (2.41)

soit, avec (2.40) :
dxn

dt
= −an−1

dxn−1

dt
− . . . − a0x1 + u,

et enfin, d’apr̀es (2.39) :

dxn

dt
= −an−1xn − . . . − a0x1 + u.

L’ équation dynamique du système s’́ecrit donc :

dx

dt
=


0 1 0 . . . . . . . . . 0
0 0 1 0 . . . . . . 0
. . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 . . . . . . . . . . . . 0 1
−a0 −a1 . . . . . . . . . . . . −an−1

x+


0
0
. . .
. . .
1

u

La forme de la matrice d’évolutionA est ditecompagne horizontale. On dit que la re-
présentation d’́etat est sous formecanonique commandable.

Il reste alors̀a d́eterminer la sortie. D’après (2.38) :

Y (s) = bms
mX1(s) + (bm−1s

m−1 + . . . + b0)X1(s). (2.42)

Dans le cas òum < n, c’est-̀a-dire òu la fonction de transfert est strictement propre, il
vient, d’apr̀es (2.42) et (2.41) :

y =
(
b0 b1 . . . bm 0 . . . 0

)
x.

Dans le cas contrairen = m et alors (2.42) s’́ecrit :

Y (s) = bns
nX1(s) + (bn−1s

n−1 + . . . + b0)X1(s),

soit, avec (2.37) :

Y (s) = bn
(
(−an−1s

n−1 . . . − a0)X1(s) + U(s)
)

+ (bn−1s
n−1 + . . . + b0)X1(s).

On obtient donc l’́equation de sortie :

y =
(
b0 − a0bn b1 − a1bn . . . bn−1 − an−1bn

)
x+ bnu.



Chapitre 3

Réponses des systèmesà temps continu

3.1 Réponse temporelle des systèmesà temps continu

En Automatique, on ne calcule pas systématiquement l’expression analytique de la
réponse temporelle d’un système. Ceci s’explique d’abord par le fait que l’on puisse
caract́eriser les propríet́es de la ŕeponse sans avoirà en calculer l’expression analytique,
d’apr̀es la connaissance des pôles et źeros du syst̀eme. Par ailleurs, comme on le verra
par la suite, il s’agit d’un problème assez calculatoire.

Pour établir la ŕeponse temporelle d’un système, on peut proćeder de diff́erentes
manìeres, selon que l’on dispose d’un modèle d’́etat du syst̀eme ou de son modèle ex-
terne. Dans ces deux cas, l’obtention de la réponse passe la résolution d’unéequation
diff érentielle. Une alternative au calcul analytique consisteà d́eterminer nuḿeriquement
la réponsèa l’aide d’un logiciel de simulation capable de résoudre l’́equation diff́eren-
tielle mod́elisant le syst̀eme. Dans le cadre du cours d’Automatique, on aura l’occasion
d’utiliser le logicielMatlab à de nombreuses reprises. Pour une initiation par l’exemple,
voir l’annexe D.

3.1.1 Calcul de la ŕeponse de la repŕesentation d’́etat

Dans le cas de la représentation d’́etat, le ŕegime libre associé à l’équation dyna-
mique d’́etat :

dx

dt
= Ax+Bu

est obtenue par résolution de l’́equation homog̀ene :

dx

dt
= Ax. (3.1)

La solution de cettéequation homog̀ene donne laréponse librede l’état du syst̀eme, qui
prend la forme :

x(t) = Φ(t, t0)x(t0).

La matriceΦ(t, t0), d’ordren, est appeĺeematrice de transition. Elle est solution de
l’ équation (3.1) et v́erifie donc :

dΦ(t, t0)

dt
= AΦ(t, t0),∀t > t0.
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Outre le fait queΦ(t0, t0) = I, elle poss̀ede diff́erentes propriét́es qu’il n’est pas utile
de d́evelopper ici. Pour en savoir plus, on consultera [Arzelier 04]. Laréponse forćeede
l’ état est quant̀a elle la ŕeponse au seul signal d’entrée, pour des CI nulles. On montre
qu’elle s’́ecrit :

x(t) =

∫ t

t0

Φ(t, τ)Bu(τ)dτ,

si bien que par superposition :

x(t) = Φ(t, t0)x(t0) +

∫ t

t0

Φ(t, τ)Bu(τ)dτ.

La réponse du système s’́ecrit donc :

y(t) = C

(
Φ(t, t0)x(t0) +

∫ t

t0

Φ(t, τ)Bu(τ)dτ

)
+Du(t). (3.2)

Pour un syst̀eme lińeaire invariant la matrice de transition prend la forme d’une
matrice exponentielle :

Φ(t, t0) = eA(t−t0), (3.3)

qui peutêtre calcuĺee par la relation :

eAt = 1 + At+
A2t2

2!
+ . . . +

Antn

n!
+ . . . (3.4)

D’après (3.2) et (3.3), la réponse d’un système lińeaire invariant est donc :

y(t) = C

(
eA(t−t0)x(t0) +

∫ t

t0

eA(t−τ)Bu(τ)dτ

)
+Du(t). (3.5)

Le calcul de la matrice de transition ne peutêtre effectúe à partir de l’́equation (3.4) que
dans le cas òu A est diagonale. Dans ce cas, chacun des termes de la diagonale deeAt

se trouvêetre l’exponentielle du terme correspondant, sur la diagonale deA. En effet,
pour tout terme de la diagonaleai, aveci = 1, 2, . . . , n, en appliquant (3.4) on a :

eait = 1 + ait+
a2

i t
2

2!
+ . . . +

an
i t

n

n!
+ . . .

Une bonne ḿethode pour calculer la matrice de transition dans le cas où A n’est pas
diagonale consiste doncà la diagonaliser au préalable. Ainsi, soitD la matrice diagonale
obtenue par le changement de base de matrice de passageP :

Ad = P−1AP,

et donc :
eAt = PeAdtP−1.

D’autres ḿethodes (transformation de Laplace, théor̀eme de Sylvester [Ostertag 04])
permettent́egalement de d́eterminer la matrice de transition.



3.1. Ŕeponse temporelle des systèmesà temps continu 27

✐ Exemple

On consid̀ere le cas du MCC Maxon F2260, bobinage 885. On souhaite calculer la
sortiey(t) = ω(t) en ŕeponsèa une tension constante de12 V pour des CI suivantes :

ω(0) = 2230 tours/min= 233, 5 rad/s,

i(0) = 0, 168 A.

Le mod̀ele d’́etat d’un MCC áet́e établi au paragraphe 2.3.2. On a :

d

dt

(
x1

x2

)
=

(
− f

J
K
J

−K
L
−R

L

)(
x1

x2

)
+

(
0
1
L

)
u,

y =
(
1 0

)(x1

x2

)
avecx1 = ω etx2 = i. Le MCC Maxon F2260, bobinage 885, ayant les caractéristiques
suivantes :

R = 1, 44 Ω,

L = 5, 6 10−4 H,

J = 1, 29 10−4 kg.m2,

f = 7, 19 10−5 N.s.m−1,

K = 0, 10 N.m.A−1,

on trouve l’expression nuḿerique de la représentation d’́etat :

d

dt

(
x1

x2

)
=

(
−0, 55768 775, 19
−178, 57 −2571, 4

)(
x1

x2

)
+

(
0

1785, 7

)
u,

y =
(
1 0

)(x1

x2

)
.

La diagonalisation de cette représentation d’́etat est obtenue en déterminant :

Ad =

(
−55, 58 0

0 −2516, 4

)
etP =

(
0, 9975 −0, 2945
−0, 07080 0, 9557

)
.

On effectue alors le changement de variable régulierz = P−1x. La nouvelle repŕesentation
d’état est :

dz

dt
= P−1APz + P−1Bu,

y = CPz +Du

et l’on obtient, nuḿeriquement :

z(0) =

(
239, 3745
17, 9099

)
,

dz

dt
=

(
−55, 58 0

0 −2516, 4

)
z +

(
563, 9
1910, 3

)
u,

y =
(
0, 9975 −0, 2945

)
z.
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La réponse est alors définie par :

y(t) = CP

(
Φ(t, 0)z(0) +

∫ t

0

Φ(t, τ)P−1Bu(τ)dτ

)
,

avec :

Φ(t, τ) =

(
e−55,58(t−τ) 0

0 e−2516,4(t−τ)

)
.

Après quelques efforts, il vient :

y(t) =
(
118, 77 + 117, 32 e−55,58t − 2, 5913 e−2516,4t

)
U(t).

Fin de l’exemple ❀❀

3.1.2 Calcul de la ŕeponseà partir de sa représentation externe

On consid̀ere maintenant le cas d’un système dont la relation entrée-sortie est une
équation diff́erentielleà coefficients constants. Bieńevidemment, la première solu-
tion consistèa ŕesoudre cettéequation, ce qui n’est aisé que dans le cas de systèmes
d’ordre 1 ou 2. Si l’on applique la transformée de Laplacèa équation, comme on l’a
vu pŕećedemment, on peut en revanche traiter le cas de systèmes d’ordre suṕerieur.
Le calcul de la ŕeponse consiste alorsà inverser la transforḿee de Laplace de la sor-
tie Y (s) = G(s)U(s) pour d́eterminery(t). Géńeralement, on utilise pour cela la
décomposition eńeléments simples de la fraction rationnelleG(s)U(s), puis les tables
de transforḿees, pour effectuer l’inversion. Cette technique n’est valable que dans le cas
où les CI sont nulles, puisqu’elle se base sur la fonction de transfert.

D’après la d́efinition de la fonction de transfert :

Y (s) = G(s)U(s).

En se rappelant de la propriét́e de la transforḿee de Laplace vis-à-vis de la convolution,
on peut d́eduire le th́eor̀eme suivant.

Théorème 3.1 (Ŕeponse d’un syst̀eme) La réponse d’un système lińeaire invariant
d’entréeu(t) et de sortiey(t) peut s’́ecrire sous la forme :

y(t) = g(t) ∗ u(t)

où g(t) est la transforḿee de Laplace inverse de la fonction de transfert.

3.1.3 Ŕeponse impulsionnelle et ŕeponse indicielle

Réponse impulsionnelle

On appelleréponse impulsionnelled’un syst̀eme sa ŕeponsèa uneimpulsion de Di-
rac, qui est une distribution (fonction géńeraliśee), d́efinie de la manìere suivante.
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Définition 3.1 (Impulsion de Dirac) Soitf(t) une fonction continue en0. Alors l’impul-
sion de Dirac est la distributionδ(t) telle que :∫ +∞

−∞
f(τ)δ(τ)dτ = f(0).

D’après le th́eor̀eme (3.1), la ŕeponse impulsionnelle du système est :

y(t) = g(t) ∗ δ(t) =

∫ +∞

−∞
g(τ)δ(t− τ)dτ.

soit, par d́efinition de l’impulsion de Dirac :

y(t) = g(t).

La réponse impulsionnelle d’un système peut donĉetre obtenue en calculant la trans-
formée de Laplace inverse de sa fonction de transfert.

Réponse indicielle

On appelleréponse indicielled’un syst̀eme sa ŕeponsèa unéchelon unit́e :

U(t) =

{
0, si t < 0,

1, si t > 0.

La réponse indicielle d’un système, ǵeńeralement facilèa obtenir exṕerimentalement,
est souvent utiliśee pour le caractériser. A la figure 3.1 page suivante on a recensé les
principales caractéristiques de la ŕeponse indicielle d’un système. Celles-ci sont toujours
donńees pour un ŕeponsèa partir de CI nulles.

Le temps de ŕeponsèa n % , not́e tn%, correspond au temps nécessairèa la ŕeponse
indicielle pour atteindre savaleur finaleà±n% près. On notera que la valeur de5%
est la plus commuńement utiliśee. On dira d’unsyst̀emequ’il est rapide si son temps
de ŕeponse est court et qu’il estlent, si son temps de réponse est long (ces notions
restant bieńevidemment relatives. . .). Letemps de montée, not́e tm, désigne le temps
que met la ŕeponse indicielle pour passer de10 à90% de sa valeur finale. Dans le cas où
apparâıt un dépassement, c’est-̀a-dire si la ŕeponse indicielle d́epasse sa valeur finale,
on rep̀ere ledépassement maximalD1 par rapport̀a la valeur finale et l’instant de ce
dépassement, noté t1. Le d́epassement est souvent rapporté à la valeur finale : on parle
alors de d́epassement pour cent, que l’on noteD1%. Enfin, la pentèa l’origine de la
réponse indicielle peut compléter les informations préćedentes. La connaissance de la
traduction anglaise de ces termes, indiquéeà l’annexe C, est très pratique, notamment
pour utiliserMatlab.

Comme on le verra par la suite, la réponse indicielle donne des renseignements sur
la nature m̂eme du syst̀eme. Cela permet le caséch́eant d’identifier un mod̀ele lorsque
la mod́elisation physique est imparfaite ou inconnue.

3.1.4 Ŕeponse temporelle des systèmesélémentaires

Une bonne connaissance dessyst̀emes du premier et du second ordreest fonda-
mentale en Automatique. On peut en effet fréquemment assimiler un système ŕeel à un
syst̀emeéquivalent d’ordre un ou deux, en choisissant des hypothèses de mod́elisation
raisonnables, comme on le verra plus loin. Ceci est intéressant car ces systèmes sont les
seuls dont les propriét́es soient̀a la fois bien connues et en nombre limité.
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FIG. 3.1 – Caract́eristiques de la ŕeponse indicielle d’un système

Syst̀emes du premier ordre

Relation entrée-sortie Un syst̀eme lińeaire invariant̀a temps continu d’ordre un est
décrit par uneéquation diff́erentielle d’ordre uǹa coefficients constants reliant son
entŕeeu(t) et sa sortiey(t) :

y(t) + τ
dy(t)

dt
= Ku(t) (3.6)

où τ etK sont des constantes réelles non nulles ;τ est laconstante de tempsdu syst̀eme
etK son gain statique.

Réponse indicielle La solution de l’́equation (3.6) pouru(t) = U(t) s’écrit :

y(t) = α+ βe−
t
τ , (3.7)

avecα etβ deux constantes réelles d́ependant des CI. A l’instantt = 0, l’ équation (3.7)
donne :

y(0) = α+ β. (3.8)

On n’étudie que le cas où τ > 0, de sorte que le système se stabilise pourt tendant vers
l’infini 1. Lorsque le système a atteint son régime permanentdy(t)

dt
= 0, ce que l’on peut

1Le casτ < 0 donnant une ŕeponse tendant vers l’infini serait celui d’un système instable.
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supposer vrai pourt tendant vers l’infini. Donc, d’après (3.6) et (3.7) :

lim
t→∞

y(t) = K,

et lim
t→∞

y(t) = α.

Il en résulte queα = K, puis, en utilisant (3.8), queβ = y(0)−K. Finalement, on
obtient la ŕeponse indicielle :

y(t) = K(1− e−
t
τ ) + y(0)e−

t
τ . (3.9)

Cette ŕeponse comporte :
– un terme constant : le gain statiqueK, qui repŕesente lerégime permanentde la

sortie ;
– une partie variable :(y(0)−K) e−

t
τ , qui repŕesente lerégime transitoire.

A la figure 3.2 page suivante, on a représent́e la ŕeponse d’un système du premier
ordre de constante de tempsτ = 0, 01 s et de gain statiqueK = 10. Trois courbes sont
repŕesent́ees : la courbe en trait continu représente la ŕeponse du systèmeà CI nulles ; les
courbes en pointilĺes repŕesentent les réponses du système poury(0) = 8 et y(0) = 15.
Pour un syst̀eme du premier ordre, les temps de réponsèa 5 et 37% sont bien connus
(voir figure 3.3 page suivante). La sortie d’un système du premier ordre atteint en effet
63% de sa valeur finale au bout deτ et 95% au bout de3τ . La penteà l’origine de la
réponse indicielle vaut quantà elle K

τ
.

Syst̀emes du second ordre

Relation entrée-sortie Un syst̀eme lińeaire invariant̀a temps continu d’ordre deux est
décrit par unéequation diff́erentielle d’ordre deux̀a coefficients constants reliant son
entŕeeu(t) et sa sortiey(t). On consid̀ere des systèmes dont l’́equation diff́erentielle se
met sous la forme canonique :

ω2
n y(t) + 2ξωn

dy(t)

dt
+
d2y(t)

dt2
= Kω2

n u(t), (3.10)

où ξ et ωn sont des constantes réelles strictement positives etK une constante réelle
non nulle ;ξ est lecoefficient d’amortissementdu syst̀eme,ωn sapulsation naturelleou
pulsation propre non amortieetK son gain statique. A l’instar de la constanteτ d’un
syst̀eme du premier ordre, les coefficientsξ et ωn sont choisis positifs pour assurer la
stabilit́e, comme on le comprendra plus tard.

Réponse indicielle La solution de l’́equation diff́erentielle (3.10) d́epend des racines
de l’équation caractéristique associée :

ω2
n + 2ξωns+ s2 = 0,

qui valent :

p1,2 = −(ξ ± j
√

1− ξ2)ωn, si 0 < ξ 6 1

etp1,2 = −(ξ ±
√
ξ2 − 1)ωn, si ξ > 1. (3.11)
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FIG. 3.2 – Ŕeponse indicielle d’un système du premier ordre de constante de temps
τ = 0, 01 s et de gain statiqueK = 10, pour différentes CI
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FIG. 3.3 – Caract́eristiques de la ŕeponse indicielle d’un système du premier ordre de
constante de tempsτ
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Le complexej est le nombre imaginaire pur tel quej2 = −1. La réponse du système
pouru(t) = U(t) dépend donc de la valeur deξ, à l’image des p̂oles du syst̀eme. D’apr̀es
(3.11), elle prend les différentes formes suivantes :

α+ βe−ξωnt sin(
√

1− ξ2 ωnt+ ϕ), si 0 < ξ < 1,

α+ (β + γt)e−ξωnt, si ξ = 1,

α+ βe−(ξ+
√

ξ2−1)ωnt + γe−(ξ−
√

ξ2−1)ωnt, si ξ > 1,

avecα, β, γ ∈ R dépendant des CI. Il serait un peu fastidieux d’établir toutes les
expressions en fonction des CI. On retiendra donc la forme des différentes ŕeponses
pour des CI nulles.

A la figure 3.4, on a représent́e la ŕeponse d’un système du second ordre de pul-
sation naturelleωn = 100 rad/s et de gain statiqueK = 10, pour différentes valeurs
du coefficient d’amortissementξ. Dans le cas òu ξ > 1, la réponse estapériodique,

0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25
0

2

4

6

8

10

12

14

16

Temps (s)

A
m

pl
itu

de

Réponse indicielle

ξ=1,5 

ξ=3,48

ξ=1 

ξ=0,71 

ξ=0,42 

ξ=0,2 

FIG. 3.4 – Ŕeponse indicielle d’un système du second ordre pour différentes valeurs du
coefficient d’amortissement

c’est-̀a-dire qu’elle ne comporte aucune oscillation. En revanche, dans le cas où ξ < 1,
la réponse pŕesente despseudo-oscillations. Il s’agit d’oscillations de pulsation fixe
ωp =

√
1− ξ2 ωn, dont l’amplitude d́ecrôıt exponentiellement vers zéro, comme illustŕe

à la figure 3.5 page suivante, dans le cas du système pŕećedent, pourξ = 0, 2. On ap-
pelleωp pseudo-pulsationou pulsation amortie. Elle correspond̀a une pseudo-ṕeriode
Tp = 2π

ωp
. Dans le cas de pseudo-oscillations, on peut déterminer analytiquement les

caract́eristiques du premier dépassement :

t1 =
π√

1− ξ2 ωn

, D1 = e
− ξπ√

1−ξ2 .
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FIG. 3.5 – Ŕeponse indicielle d’un système du second ordre pseudo-oscillant et l’enve-
loppe des pseudo-oscillations

La caract́erisation du temps de réponse du système n’est pas aussiévidente. On peut
cependant remarquer les deux choses suivantes :

– dans le cas d’un système avec deux p̂oles ŕeels, associés à deux constantes de
temps, on peut approcher le temps de réponsèa 5% par trois fois la plus grande
constante de temps du système,à la manìere d’un premier ordre :t5% ' 3τ1, où
τ1 repŕesente la plus grande des constantes de temps ;

– dans le cas d’un système avec deux p̂oles complexes, la réponse indicielle est
compriseà l’intérieur d’une enveloppe exponentielle connue :1 ± e−ξωnt (pour
un échelon unit́e). Ainsi on pourra dire quet5 % < 3

ξωn
. Cette valeur fournit en

géńeral un bonne approximation illustréeà la figure 3.6 page suivante.
L’ensemble des caractéristiquesévoqúees renseignent sur le comportement dyna-

mique de la ŕeponse temporelle. Pour un système du second ordre, on considère que le
le compromis optimal entre amortissement et rapidité est obtenu pourξ =

√
2

2
' 0, 7.

Le premier d́epassement est alors de5 % de la valeur finale : l’instant du premier
dépassement correspond ainsi au temps de réponsèa 5% du syst̀eme. La relation entre
premier d́epassement et coefficient d’amortissement est illustrée par le traće de la fi-
gure 3.7 page ci-contre.

Cas des syst̀emes du second ordre avec zéro Outre les caractéristiques dynamiques
souligńees pŕećedemment, on peut remarquer que la penteà l’origine de la ŕeponse
indicielle du syst̀eme, pour des CI nulles, est nulle. Ceci reste toujours vrai en l’absence
de źero, quel que soit le coefficient d’amortissement. En revanche, ce n’est plus le cas
pour un syst̀eme du second ordre comportant un zéro. La pentèa l’origine est alors non
nulle et son signe d́epend du signe du zéro.
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FIG. 3.6 – Temps de réponsèa5% d’un syst̀eme du second ordre de coefficient d’amor-
tissement0, 6 et d’un premier ordre de constante de temps1

ξωn

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
0

10

20

30

40

50

60

70

80

90

100

Amortissement

A
m

pl
itu

de
 d

u 
pr

em
ie

r 
dé

pa
ss

em
en

t (
%

)

FIG. 3.7 – Correspondance entre premier dépassement (D1%) et le coefficient d’amor-
tissement, pour un système du second ordre
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Dans ce cas òu le źero est̀a partie ŕeelle positive, le système est toujours̀a ŕeponse
indicielle borńee (comme on le verra plus tard ce système reste stable), mais ses pro-
priét́es ne correspondent plusà la description qui áet́e faite pŕećedemment. La ŕeponse
indicielle d́ebute par une portion«à l’envers» : elle commence par décrôıtre avant de
crôıtre de nouveau et de se stabiliser. En comparaison avec un système posśedant un
zéro de m̂eme module mais ńegatif, on note que le système posśedant le źero positif
est moins rapide. En quelque sorte, il ne rattrape jamais le retard pris au démarrage,
les propríet́es des pseudo-oscillations de sa réponse indicielléetant identiques, comme
repŕesent́e à la figure 3.8.
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FIG. 3.8 – Ŕeponse indicielle de deux systèmes du second ordre possédant les m̂emes
pôles, l’un posśedant un źero en -10 (en pointilĺe), l’autre posśedant un źero en 10 (en
trait plein)

3.2 Réponse harmonique des systèmesà temps continu

3.2.1 Repŕesentations et caract́erisation de la réponse harmonique

On se place dans le cas d’un système lińeaire invariant de fonction de transfertG(s),
en régime permanent sinusoı̈dal de pulsationω. On appelleréponse harmoniquedu
syst̀eme la fonctionG(s = jω). On montre que la réponse du systèmeà une entŕee
sinusöıdaleu(t) = A sinωt est elle-m̂eme sinusöıdale et s’́ecrit :

y(t) = A |G(jω)| sin (ωt+ Arg{G(jω)}) .

La connaissance deG(jω) permet donc de d́eduire le comportement fréquentiel du
syst̀eme.
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La réponse harmoniqueG(jω) étant un nombre complexe fonction d’une variable
complexe, on l’illustre le plus souvent par des diagrammes mettant en correspondance
le module et l’argument deG(jω).

Diagramme de Bode

Le diagramme de Bodeest constitúe de deux courbes. La première donne le module
deG(jω) en d́ecibels (dB), quand la pulsationω varie :

GdB(ω) = 20 log10 |G(jω)|.

La seconde donne l’argument deG(jω), géńeralement expriḿe en degŕes (deg), quand
la pulsationω varie :

ϕ(ω) = Arg{G(jω)}.

On utilise traditionnellement les termesgain et dephase, plutôt que les termes module
et argument.

L’int ér̂et du diagramme de Bode provient du fait que le module d’un produit de
nombres complexes est le produit de leurs modules. Par conséquent le module en dB
d’un produit de nombres complexes est la somme de leurs modules en dB. Par ailleurs,
l’argument d’un produit de nombres complexes est la somme des arguments. On peut
donc tracer aiśement le diagramme de Bode de tout systèmeà partir de sa ŕeponse
harmonique dans sa forme factorisée en sous-systèmes d’ordre un et deux :

G(jω) =
K

(jω)c

∏p
i=1(1 + jτiω)

∏q
i=p+1

(
1 + 2jξi

ω
ωni
−
(

ω
ωni

)2
)

∏p′

j=1(1 + jτjω)
∏q′

j=p′+1

(
1 + 2jξj

ω
ωnj
−
(

ω
ωnj

)2
) .

L’ échelle en abscisse du diagramme de Bode est logarithmique, pour mettre enévidence
des propríet́es caract́eristiques des asymptotes des diagrammes, comme on le verra dans
le cas des systèmes d’ordre 1 et 2.

Diagramme de Nyquist

Le diagramme de Nyquistest le lieu deG(jω) dans le plan complexe, lorsqueω
varie de−∞ à +∞. Ce diagramme est orienté selon lesω croissants. En ǵeńeral, on
choisit l’échelle du diagramme de Nyquist de sorte que le point complexe d’abscisse
−1, dit point critiqueapparaisse et puisseêtre sitúe par rapport au lieu deG(jω) à des
fins d’analyse (voir les critères de stabilit́e plus loin).

Diagramme de Black

Lediagramme de Blackest le lieu orient́e des points de coordonnées(ϕ(ω), GdB(ω))
lorsqueω varie de−∞ à +∞. On fait en ǵeńeral apparâıtre le point critique de coor-
donńees(−180, 0) lors du traće de ce lieu, pour les m̂emes raisons.
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3.2.2 Ŕeponse harmonique des systèmesélémentaires

Syst̀emes du premier ordre

Fonction de transfert et réponse harmonique La fonction de transfert d’un système
du premier ordre se déduit de (3.6) :

G(s) =
Y (s)

U(s)
=

K

1 + τs
.

Il existe donc un p̂ole pour le syst̀eme enp = − 1
τ
. On remarque que ce pôle corres-

pond au coefficient de décroissance du transitoire de la réponse indicielle (3.9). P̂ole et
constante de temps sont ainsi liés :

– si τ > 0 est petit, le système est rapide ; alorsp < 0 avec|p| grand ;
– si τ > 0 est grand, le système est lent ; alorsp < 0 avec|p| petit.
La réponse harmonique associéeà la fonction de transfert est :

G(jω) =
K

1 + jτω
. (3.12)

Comportement asymptotique de la ŕeponse et diagrammes harmoniques La des-
cription de la ŕeponse harmonique d’un système se fait aiśement eńetudiant soncom-
portement asymptotique. Dans un second temps, on complète cettéetude par quelques
valeurs permettant d’obtenir la réponse par interpolation. Le comportement asympto-
tique de la ŕeponse harmonique (3.12) estétabli dans le tableau 3.1.

ω G(jω) équivalent gain gain (dB) phase (deg)

ω � 1
τ
, soitωτ � 1 K K KdB = 20 log10 K 0

ωc =
1
τ

K

1 + j

K√
2

KdB − 3 −45

ω � 1
τ
, soitωτ � 1

−jK

τω

K

ω
KdB − 20 log10 τ − 20 log10 ω −90

TAB . 3.1 – Ŕeponse harmonique d’un système du premier ordre

On remarque que pour les pulsations grandes devant la pulsationωc = 1
τ

dite pul-
sation de coupurèa −3 dB, le gain diminue de20 dB chaque fois que la pulsation est
multipliée par10. La courbe du gain en dB suit donc une direction asymptotique qui
est une droite de pente−20 dB/décade dans le diagramme de Bode dont l’échelle hori-
zontale est logarithmique (voir figure 3.9 page suivante). A la pulsationωc on observe
une att́enuation du gain de3 dB (d’où l’appellation de pulsation de coupureà−3 dB)
par rapport au gain statiqueKdB et un d́ephasage de−45 deg. Labande passantedu
syst̀eme est la fŕequenceB = ωc

2π
assocíeeà la pulsation de coupurèa−3 dB.

Les diagrammes harmoniques du système du premier ordre de constante de temps
τ = 0, 01 s et de gain statiqueK = 10 sont donńes aux figures 3.9 page ci-contre
et 3.10 page suivante. On note que la construction du diagramme de Nyquist est très
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incompl̀ete si l’on ne s’int́eresse qu’aux propriét́es asymptotiques de la réponse harmo-
nique. Il faut pour construire le diagramme de Nyquist remarquer que :

G(jω) = K
1− jτω

1− (τω)2

est l’équation paraḿetrique d’un demi-cercle centré enK
2

dans le plan complexe (mais
si, faites le calcul . . .).

Syst̀emes du second ordre

Fonction de transfert et réponse harmonique La fonction de transfert du système
du second ordre se déduit de (3.10) :

G(s) =
Y (s)

U(s)
=

Kω2
n

ω2
n + 2ξωns+ s2

. (3.13)

Cette forme particulìere facilite le calcul des p̂oles du syst̀eme, dont l’expression áet́e
établie par l’́equation (3.11). On rappelle que ces pôles valent, selon la valeur du coeffi-
cient d’amortissement :

p1,2 = −(ξ ± j
√

1− ξ2)ωn si 0 < ξ 6 1

etp1,2 = −(ξ ±
√
ξ2 − 1)ωn si ξ > 1.

On peut les représenter graphiquement dans le plan complexe, comme cela est faità la
figure 3.11.

0

ωn

√
1− ξ2

-ωn

√
1− ξ2

Axe réel

Axe imaginaire

p2

p1

−ξωn

ωn

ψcos(ψ) = ξ

FIG. 3.11 – P̂oles d’un syst̀eme du second ordre de coefficient amortissementξ et de
pulsation naturelleωn

La réponse harmonique issue de (3.13) est :

G(jω) =
Kω2

n

ω2
n − ω2 + 2jξωnω

.
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ω G(jω) équivalent gain gain (dB) phase (deg)

ω � ωn K K KdB = 20 log10 K 0

ωn
K
2jξ

K
2ξ KdB − 6− 20 log10 ξ −90

ω � ωn
−Kω2

n
ω2

Kω2
n

ω2 KdB + 40 log10 ωn − 40 log10 ω −180

TAB . 3.2 – Ŕeponse harmonique d’un système du second ordre

Comportement asymptotique de la ŕeponse et diagrammes harmoniques Le com-
portement asymptotique d’un système du second ordre estétabli dans le tableau 3.2. On
remarque que pour les pulsations grandes devant la pulsation naturelleωn, la courbe de
gain suit une direction asymptotique, qui est une droite de pente−40 dB/décade dans
le diagramme de Bode (voir figure 3.12 page suivante). A la pulsationωn le déphasage
vaut−90 deg ; le gain d́epend, quant̀a lui, de la valeur du coefficient d’amortissement
et l’on peut, selon les cas, avoir atténuation ou, au contraire,résonance. Pour cela il
faut que le coefficient d’amortissement soit inférieurà

√
2

2
' 0, 7. Alors, à la pulsation :

ωr =
√

1− 2ξ2 ωn

le gain en dB passe par une valeur maximale supérieur au gain statique. Lecoefficient
de surtension, quotient du gain maximal sur le gain statique (pas en dB, en valeur vraie)
vaut alors :

Q =
1

2ξ
√

1− ξ2
.

Le ph́enom̀ene de ŕesonance apparaı̂t clairement sur le diagramme de Bode de la fi-
gure 3.12 page suivante. On y a représent́e le cas d’un système du second ordre de
pulsation naturelleωn = 100 rad/s et de gain statiqueK = 10, pour différentes valeurs
du coefficient d’amortissementξ. Le diagramme de Nyquist et le lieu de Black de ce
même syst̀eme sont donńesà la figure 3.13 page suivante.

Dans le cas òu le coefficient d’amortissement est supérieur à un, le syst̀eme est
très amorti (ŕegime aṕeriodique) et il existe deux pôles ŕeels distincts. On peut alors
consid́erer le comportement asymptotique du système comme ŕesultant de la superpo-
sition des comportements des deux sous-systèmes d’ordre un, de pulsations de coupure
respectivesωc1 etωc2.

3.3 Simplification d’un syst̀eme continu

Cette section d́ecrit comment simplifier un modèle, essentiellement en observant ses
pôles et źeros. Cela s’appliquèa des syst̀emes lińeaires invariants d’ordre supérieur ou
égalà deux.

Un syst̀eme lińeaire invariant possède des p̂oles (resp. des zéros) complexes ou réels.
Les p̂oles (resp. les źeros) complexes vont systématiquement par paire. En associant les
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pôles (resp. les źeros) on peut toujours transformer la fonction de transfert pour obtenir
sa forme factoriśee :

G(s) =
K

sc

∏p
i=1(1 + τis)

∏q
i=p+1(1 + 2 ξi

ωni
s+ 1

ωn
2
i
s2)∏p′

j=1(1 + τjs)
∏q′

j=p′+1(1 + 2
ξj

ωnj
s+ 1

ωn
2
j
s2)

.

On peut tracer le diagramme de Bode du système en superposant les diagrammes as-
socíes aux polyn̂omes pŕesents au nuḿerateur et au d́enominateur :

– les polyn̂omes d’ordre un, correspondant aux pôles et źeros ŕeels ;
– les polyn̂omes d’ordre deux, correspondant aux pôles et źeros complexes conjugués.

Pour comprendre, le mieux est de traiter l’exemple suivant.

✐ Exemple

On consid̀ere le MCC Maxon F2260 (bobinage 885), déjà étudíe au paragraphe 3.1.1,
dont on rappelle les caractéristiques :

R = 1, 44 Ω,

L = 5, 6 10−4 H,

J = 1, 29 10−4 kg.m2,

f = 7, 19 10−5 N.s.m−1,

K = 0, 10 N.m.A−1.

L’expression nuḿerique de la fonction de transfert définie par l’́equation (2.28) s’écrit
alors :

G(s) =
1, 384.106

s2 + 2572s+ 1, 399105
. (3.14)

On la factorise sous la forme :

G(s) =
9, 8975

(1 + 0, 0184s)(1 + 0, 0004s)
. (3.15)

Dans ce cas, on a deux constantes de temps, associéesà deux p̂oles ŕeels distincts :
– τem = 0, 0184 s est la constante de tempsélectroḿecanique, associée au p̂ole

électroḿecanique du MCC : c’est la constante de temps la plus grande, associée
au p̂ole le plus lent ;

– τel = 0, 0004 s est la constante de tempsélectrique, associée au p̂oleélectrique du
MCC : c’est la constante de temps la plus petite, associée au p̂ole le plus rapide.

Pour analyser le système, on a traće à la figure 3.14 page 45 les diagrammes de Bode
asymptotiques de :

KGG1(jω) =
9, 8975

1 + 0, 0184jω
,

et

G2(jω) =
1

1 + 0, 0004jω
,

ainsi que les diagrammes de Bode asymptotique et réel deG(jω). Le principal ensei-
gnement de cette figure concerne les influences respectives des deux pôles. Le p̂ole
électroḿecanique, associé à la constante de tempsτem, grande devantτel, est pŕepon-
dérant. En effet, aux pulsations inférieures̀a 1

τel
, l’influence du p̂oleélectrique du moteur
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est quasi-nulle : le système se comporte comme un premier ordre aux basses fréquences.
L’influence du p̂ole électrique ne se fait sentir que lorsque la pulsation est proche de la
pulsation de coupure associée au p̂ole électrique (grossièrement, dans la décade pŕeće-
dente). Or,̀a ces fŕequences le système est d́ejà tr̀es amorti (d’environ20 dB), à cause
de l’action du p̂ole électroḿecanique du moteur.

A titre de comparaison, si l’on représente la ŕeponse indicielle du système avec al-
ternativement des modèles d’ordre un puis deux, il n’est quasiment pas possible de les
diff érencier,à l’échelle du temps de réponse. On a donc préféŕe repŕesenter̀a la fi-
gure 3.15 page ci-contre la différence de ŕeponse indicielle entre les modèles d’ordre un
et d’ordre deux. Ce tracé confirme que le mod̀ele d’ordre un offre une très bonne ap-
proximation du comportement dynamique du système,à l’exception peut-̂etre du d́ebut
du transitoire : le MCC, en tant que système d’ordre deux possède une ŕeponse indi-
cielle de pente nullèa l’origine, alors que le système du premier ordréequivalent aura
une ŕeponse indiciellèa l’origine de penteKG

τem
. L’hypothèse est ńeanmoins sensée phy-

siquement : elle traduit la possibilité de ńegliger la dynamique liée à l’établissement
du courant dans le moteur devant celle traduisant la mise en mouvement du rotor, sous
l’action de la forcéelectromotrice.

Fin de l’exemple ❀❀

Les constatations faites sur cet exemple se géńeralisent. Lorsque deux pôles sont suf-
fisamment distincts le p̂ole le plus pr̀es de l’axe des imaginaires, c’est-à-dire le plus petit
en valeur absolue, associé à la constante de temps la plus grande, impose sa dynamique.
Il est ditdominants’il est suffisamment śepaŕe des autres. Pour cela, un rapport de 10 est
géńeralement admis. Si l’on doit faire une approximation pour simplifier l’étude d’un
syst̀eme dont le mod̀ele est d’ordréelev́e, on ńeglige donc les p̂oles les plus rapides. Si
les p̂oles sont proches, il peut devenir plus hasardeux d’effectuer une telle simplification.

Dans le cas de p̂oles complexes conjugués, introduisant uńelément du second ordre
au d́enominateur de la fonction de transfert, on peut de même consid́erer que la dyna-
mique líeeà une paire de p̂oles complexes conjugués est ńegligeable devant celle liéeà
un p̂ole simple oùa une autre paire de pôles complexes conjugués si la pulsation natu-
relle assocíeeà cette paire est grande devant la pulsation naturelle de l’autre paire, ou
devant la pulsation associée au p̂ole simple.

Le cas des źeros est similaire et on les simplifieentre euxde la m̂eme manìere. En
revanche, on proc̀ede avec prudence pour ce qui est de négliger un źero pŕepond́erant au
vu de la valeur des p̂oles. Ces notions concernant l’influence des pôles et źeros en fonc-
tion de leurs positions relatives seront très utiles dans le cas de la synthèse de correcteurs
dans le lieu des racines, que nous verronsà la section 7.4.
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Chapitre 4

Analyse des syst̀emesà temps continu

4.1 Commandabilité et observabilit́e

Les notions decommandabilit́e et d’observabilit́e sont fondamentales pour l’étude
des syst̀emes en vue de leur commande. Elles sont géńeralement d́efiniesà partir du
mod̀ele d’́etat du syst̀eme consid́eŕe, qui permet de les caractériser facilement grâce aux
critères de Kalman.

4.1.1 Commandabilit́e

La commandabilit́e d’un syst̀eme caract́erise sa capacité à voir son comportement
dynamiquéevoluer sous l’action de sa commande.

Définition 4.1 (Commandabilité d’un syst̀eme) Une variable d’́etat xi estcomman-
dable s’il est possible de d́eterminer une commandeu(t) sur un intervalle[t0, tf ]
conduisant tout́etat initial xi(t0) en 0 en un tempst1 avec t0 6 t1 6 tf . Si cette
propriét́e est vraie pour toutt0 et pour toute variable du vecteur d’état, alors le système
est ditcompl̀etement commandable.

Théorème 4.1 (Crit̀ere de commandabilit́e (de Kalman)) Un syst̀eme lińeaire inva-
riant d’équation dynamique d’état :

dx

dt
= Ax+Bu

est commandable si et seulement si la matrice de commandabilité :

Com =
(
B AB . . . An−1B

)
est de rangn.

On parle couramment de commandabilité de la paire(A, B).

✐ Exemple

Consid́erons le syst̀eme de niveau de liquide présent́e à l’exemple du paragraphe 2.1.3.
Ce syst̀eme est ŕegi par la loi d’́evolution :

RC
dh

dt
+ h = Rqe.
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Si l’on choisit la variationh de la hauteur de liquide comme variable d’état de ce système
du premier ordre, le systèmeétant command́e par les variationsu = qe du d́ebit d’entŕee
autour du d́ebit nominalq0, sonéquation dynamique d’état s’́ecrit :

dx

dt
= − 1

RC
x+

1

C
u

et le syst̀eme est bieńevidemment commandable par application du critère de Kalman
carB = 1

C
est non nul, donc de rang un,égalà l’ordre du syst̀eme.

On envisage maintenant que le système soit aliment́e par la vanne d’entrée mais aussi
par l’intermédiaire d’un ŕeservoir additionnel, comme cela est représent́e à la figure 4.1
[Arzelier 04]. Ce nouveau réservoir rempli d’une hauteurhr de liquide est de section
Cr, de ŕesistance de sortieRr, et se vide avec le débit qr dans le premier réservoir. Les

R

q0 + qs

q0 + qe

vanne entŕee

vanne sortie

qr

h0 + h

hr

FIG. 4.1 – Sch́ema modifíe du ŕegulateur de niveau de liquide

lois auxquelles ob́eit maintenant le système sont :

Cdh = (qe + qr − qs)dt,

qs =
h

R
,

Crdhr = qrdt,

qr =
hr

Rr

.

Si l’on choisit les hauteurs de liquideh ethr comme variables d’état :x1 = h etx2 = hr,
l’ équation dynamique d’état du syst̀eme est maintenant :

d

dt

(
x1

x2

)
=

(
− 1

RC
1

RrC

0 1
RrCr

)(
x1

x2

)
+

(
1
C

0

)
u.
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L’application du crit̀ere de Kalman avec :

A =

(
− 1

RC
1

RrC

0 1
RrCr

)
et :

B =

(
1
C

0

)
conduità calculer :

Com = (B AB) =

(
1
C
− 1

RC2

0 0

)
.

Le syst̀eme n’est alors plus complètement commandable, car la matrice de commanda-
bilit é est de rangn − 1 = 1. Plus pŕeciśement, la variablex2, c’est-̀a-dire la hauteur
du ŕeservoir ajout́e n’est pas commandable par la vanne d’entrée (ce qui n’avait pas
échapṕe à votre bon sens).

Fin de l’exemple ❀❀

4.1.2 Observabilit́e

L’ observabilit́ed’un syst̀eme caract́erise la possibilit́e de d́eterminer sońetatà partir
des mesures de sa sortie.

Définition 4.2 (Observabilité d’un syst̀eme) Une variable d’́etatxi estobservables’il
est possible de d́eterminerxi(t0) à partir de la connaissance de la sortie y(t) sur un
intervalle [t0, tf ]. Si cette propríet́e est vraie pour toutt0 et pour toute variable du
vecteur d’́etat, alors le système est ditcompl̀etement observable.

Théorème 4.2 (Crit̀ere d’observabilité (de Kalman)) Un syst̀eme lińeaire invariant
dont la repŕesentation d’́etat s’́ecrit :

dx

dt
= Ax+Bu,

y = Cx+Du

est observable si et seulement si la matrice d’observabilité :

Obs =


C
CA
. . .

CAn−1


est de rangn.

On parle couramment d’observabilité de la paire(A, C).

✐ Exemple

On consid̀ere l’exemple du paragraphe préćedent, avec pour sortie du système la hauteur
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d’eau dans le ŕeservoir principal. Dans le premier cas (réservoir seul), la représentation
d’état du syst̀eme s’́ecrit :

dx

dt
= − 1

RC
x+

1

C
u,

y = x,

et le syst̀eme est bieńevidemment observable par application du critère de Kalman car
C = 1 est non nul, donc de rang un,égalà l’ordre du syst̀eme.

Si l’on consid̀ere ensuite le cas du système avec le ŕeservoir additionnel, la nouvelle
repŕesentation d’́etat est :

dx

dt
=

(
− 1

RC
1

RrC

0 1
RrCr

)(
x1

x2

)
+

(
1
C

0

)
u,

y =
(
1 0

)(x1

x2

)
et la matrice d’observabilité vaut :

Obs =

(
C
CA

)
=

(
1 0
− 1

RC
1

RrC

)
.

Le syst̀eme est donc complètement observable car la matrice d’observabilité est de rang
n = 2. La hauteur de liquide dans les deux réservoirs peut donĉetre reconstruitèa partir
des seules connaissances de la hauteur dans le réservoir principal et du modèle d’́etat du
syst̀eme. Si vous en avez la curiosité, vous d́ecouvrirez comment on reconstruit l’état
d’un syst̀eme avec un observateur en cours d’option, en troisième anńee.

Fin de l’exemple ❀❀

4.2 Stabilité

La stabilitéd’un syst̀eme est une autre caractéristique fondamentale.

4.2.1 Stabilit́e interne

Stabilit é etétat d’équilibre

Un état d’́equilibreest unétat du syst̀eme qui reste non modifié lorsque le système
est abandonńe à lui-même. On dira qu’un système eststable si, écart́e de sonétat
d’équilibre, il y revient.

Etats d’équilibre

D’après la d́efinition pŕećedente, dans uńetat d’́equilibre, donc̀a commande nulle,
l’ équation d’́evolution du syst̀eme :

dx

dt
= Ax+Bu
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devient :
Ax = 0. (4.1)

Deux cas peuvent alors se présenter selon les propriét́es deA. Pour bien comprendre
l’origine de ces deux cas, on rappelle le théor̀eme reliant l’application lińeaire repŕesent́ee
parA à la dimensionn de l’espace vectoriel sur lequel elle est définie :

dim(Im A) + dim(KerA) = n,

qui s’écrit encore :
rangA+ dim(KerA) = n.

Si le noyau de l’application est réduit à l’origine et donc le rang deA égalàn, il n’y a
qu’une solution pour l’́equation (4.1) :x = 0. Dans le cas contraire, rangA 6= n, ce qui
est d́etect́e par le fait qu’alors detA=0. Il existe des solutions non nullesà l’équation
(4.1), l’ensemble de ces solutions s’identifiantà KerA.

Cas òu detA 6= 0 Dans ce cas il n’existe qu’une seule solution au système (4.1), en
x = 0. Le seulétat d’́equilibre est donc l’origine de l’espace d’état.

✐ Exemple

On consid̀ere le cas du MCC. Si l’on prend comme sortie du système sa vitesse de
rotation et comme entrée sa tension d’induit, le modèle d’́etat, donńe par (2.20), est tel
que :

A =

(
− f

J
K
J

−K
L
−R

L

)
.

Le déterminant de la matrice d’évolution est :

detA =
fR

JL
+
K2

JL
> 0.

Il en résulte que le seulétat d’́equilibre possible du système est obtenu quandx1 = ω =
0 etx2 = i = 0, ce qui va de soit : le moteur est alorsà l’arrêt et le courant d’induit est
nul ! Autrement dit, sans alimentation de l’induit, le moteurétantà l’arrêt, il y reste. . .

Fin de l’exemple ❀❀

Cas òu detA = 0 Dans ce cas le noyau de la matrice d’évolution n’est pas réduit
à l’origine et il existe une infinit́e d’états d’́equilibre tous compris dans un espace de
dimensionn−rangA, que l’on obtient en ŕesolvant (4.1).

✐ Exemple

On consid̀ere à nouveau le cas du MCC mais la sortie du système est maintenant sa
position angulaireθ. Le mod̀ele d’́etat correspondant (2.22) est tel que :

A =

0 1 0

0 − f
J

K
J

0 −K
L
−R

L


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Le déterminant de la matrice d’évolutionA est alors nul : il existe donc une infinité
d’états d’́equilibre. Si l’on ŕesoutAx = 0, on constate que tous les triplets tels que
x2 = x3 = 0 sont deśetats d’́equilibre, ce qui est bien naturel : le moteur peutêtreà
l’arrêt dans une position angulaire quelconque de l’axe,à condition que son rotor ne soit
plus aliment́e et que sa vitesse de rotation soit nulle, ce qui va là encore de soi. . .

Fin de l’exemple ❀❀

Stabilit é desétats d’équilibre

On peut caractériser leśetats d’́equilibre de trois manières comme cela est fait intui-
tivementà la figure 4.2. Dans le cas d’unéquilibre instable, toute modification de l’́etat

équilibre instable équilibre asymptotiquement stable équilibre simplement stable

FIG. 4.2 – Repŕesentation intuitive des différents cas de stabilité d’unétat d’́equilibre

autour de l’́equilibreéloigne le syst̀eme du point d’́equilibre initial. Dans le second cas,
le syst̀emeétantécart́e de l’́etat d’́equilibre initial, il y revient : on parle d’́equilibre
asymptotiquement stable. Enfin, si le syst̀eme une foiśecart́e de l’́etat d’́equilibre initial
retrouve uńetat d’́equilibre diff́erent, l’́equilibreest ditsimplement stable.

Dans l’espace d’état, on peut représenter le comportement d’un système perturb́e à
partir d’un point d’́equilibre comme cela est faità la figure 4.3.
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FIG. 4.3 – Les diff́erents types de stabilité dans l’espace d’état

4.2.2 Stabilit́e BIBO

Si l’on consid̀ere la stabilit́e du syst̀eme vis-̀a-vis de sa ŕeponse, on adopte la définition
suivante.
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Définition 4.3 (Stabilité BIBO) Un syst̀eme eststable si toute entŕee borńee produit
une sortie borńee.

Cette d́efinition caract́erise lastabilité entŕee borńee-sortie borńee(BIBO usuellement
en abŕeǵe, d’apr̀es l’anglaisbounded input bounded output).

Condition sur les pôles

Théorème 4.3 (Crit̀ere alǵebrique de stabilité (pôles)) Un syst̀eme lińeaire invariant
à temps continu est stable si tous ses pôles sont̀a partie ŕeelle strictement ńegative.

Le théor̀eme 4.3 permet de déterminer la stabilit́e du syst̀eme si l’on est capable de
calculer l’ensemble de ses pôles. On parlera destabilité au sens larges’il existe des
pôlesà partie ŕeelle nulle et destabilité au sens strictsi aucun de ses pôles n’est̀a partie
réelle ńegative.

D’après la correspondance qu’il existe entre pôles du syst̀eme et valeurs propres
de la matrice d’́evolution, le th́eor̀eme pŕećedent peut̂etre appliqúe en calculant les
valeurs propres de la matrice d’évolutionA, qui doivent alors touteŝetreà partie ŕeelle
négative. Le th́eor̀eme est valable pour tout système, qu’il soit en boucle ouverte ou
fermée. Pour un système d’ordreélev́e, il faut ǵeńeralement recourir̀a une ŕesolution
numérique pour d́eterminer les p̂oles du syst̀eme. Pour cette raison, un certain nombre
de ḿethodes alternatives ontét́e d́evelopṕees pour caractériser la stabilit́e d’un syst̀eme.

Crit ère de Routh-Hurwitz

SoitD(s) = ans
n +an−1s

n−1 + · · ·+acs
c le polyn̂ome d́enominateur de la fonction

de transfert du système consid́eŕe. Le crit̀ere de Routh-Hurwitz permet de déterminer le
signe des racines deD(s) sans pour autant avoirà calculer leur valeur.

Théorème 4.4 (Crit̀ere de Routh-Hurwitz) Le syst̀eme est stable si lesai, ∀i = c, c+
1, . . . , n sont de m̂eme signe et du m̂eme signe que leśeléments de la première colonne
du tableau suivant (dit tableau de Routh) :

an an−2 an−4 . . .
an−1 an−3 an−5 . . .

bn−1 = an−1an−2−anan−3

an−1
bn−3 = an−1an−4−anan−5

an−1
bn−5 . . .

cn−1 = bn−1an−3−an−1bn−3

bn−1
cn−3 = bn−1an−5−an−1bn−5

bn−1
. . . . . .

dn−1 = cn−1bn−3−bn−1cn−3

cn−1
. . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . .

Le nombre de changements de signes dans la première colonne indique le nombre de
pôles instables du système. Dans le cas où apparâıtrait un źero dans la première colonne
du tableau, il convient de le remplacer par un scalaireε > 0, et de poursuivre le calcul
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du tableau et l’application du critère en sachant que ce nombre est positif. Si le scalaire
directement sousε est positif, il existe un p̂ole à partie ŕeelle nulle. Sinon, il existe un
pôle à partie ŕeelle positive.

Pour retenir comment l’on construit le tableau de Routh, on remarquera que, par
exemple :

bn−1 =
an−1an−2 − anan−3

an−1

peutêtre obtenu par la règle mńemotechnique :

bn−1 = −

an an−2

an−1 an−3

an−1

✐ Exemple

Cas des syst̀emes d’ordre un, deux et trois.Un syst̀eme d’ordre un de fonction de
transfert :

G(s) =
Y (s)

U(s)
=

K

1 + τs

poss̀ede un unique p̂ole p = − 1
τ
. Un tel syst̀eme est stable siτ > 0, résultat qui avait

déjà ét́e avanće.
Un syst̀eme d’ordre deux de fonction de transfert :

G(s) =
Kω2

n

ω2
n + 2ξωns+ s2

poss̀ede une paire de pôles :

p1,2 = −(ξ ± j
√

1− ξ2)ωn, si 0 < ξ 6 1

etp1,2 = −(ξ ±
√
ξ2 − 1)ωn, si ξ > 1.

Si les p̂oles sont complexes, le système est donc stable si le produitξωn est positif. Si
les p̂oles sont ŕeels le syst̀eme est stable si(ξ −

√
ξ2 − 1)ωn > 0. Dans les deux cas

le syst̀eme est toujours stable siξ et ωn sont tous deux positifs. Que ce soit pour les
syst̀emes du premier ou du second ordre ces hypothèses sont en accord avec la signifi-
cation physique que l’on a donné aux termesτ , ξ etωn, qui doiventêtre positifs.

On consid̀ere enfin un système d’ordre trois de fonction de transfert :

G(s) =
K

1 + a1s+ a2s2 + a3s3
,

aveca1, a2 et a3 tous positifs. Si l’on construit le tableau de Routh de ce système on
obtient :

a3 a1 0
a2 1 0

a1a2−a3

a2
0 0

1 0 0
0 0 0
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L’application du crit̀ere de Routh-Hurwitz implique que le système est stable si
a1a2 > a3. Dans le cas contraire, il existe deux pôles à partie ŕeelle ńegative (deux
changements de signe). Sia1a2 = a3, on obtient la modification suivante :

a3 a1 0
a2 1 0
ε 0 0
1 0 0
0 0 0

On peut en d́eduire que le système poss̀ede un p̂ole à partie ŕeelle nulle. Ces ŕesultats
sont illustŕes par diff́erentes applications numériques :

– équation caractéristique :s3 + 2s2 + s + 1 = 0, racines :−1, 755 et−0, 123 ±
0, 745j : le syst̀eme est stable ;

– équation caractéristique :2s3+s2+s+1 = 0, racines :−0, 739 et0, 119±0, 814j :
le syst̀eme est instable ;

– équation caractéristique :s3 + s2 + s+ 1 = 0, racines :−1 et±j : le syst̀eme est
en limite de stabilit́e.

✐ Autre exemple

On s’int́eressèa un proćed́e de fonction de transfert :

F1(s) =
5000

s3 + 61s2 + 560s+ 500
.

Il s’agit d’un syst̀eme du troisìeme ordre sans zéro.

Boucle ouverte : calcul des p̂oles Pour étudier la stabilit́e du syst̀eme en boucle
ouverte, on peut tout d’abord tenter de calculer ses pôles. Pour un polyn̂ome d’ordre
suṕerieurà deux l’obtention analytique des pôles ńecessite certaines conditions. Ici, on
remarque facilement quep1 = −1 est racine du polyn̂ome d́enominateur, ce qui nous
permet de factoriser :

s3 + 61s2 + 560s+ 500 = (s+ 1)(s2 + 60s+ 500).

On peut alors chercher les racines du polynôme du second degré s2 + 60s + 500. Elles
valent :

p2/3 = −30±
√

∆′,

où ∆′ = 302− 500 = 202 est le discriminant ŕeduit. On obtientp2 = −10 etp3 = −50 :
les p̂oles du syst̀eme sont donc tous réels et ńegatifs. Par conśequent le système est
stable.

Boucle ouverte : critère de Routh-Hurwitz Si l’on ne remarque pas que−1 est un
pôle, soit on a recours̀a une ŕesolution nuḿerique, soit on peut appliquer le critère de
Routh-Hurwitz. Le tableau de Routh donne :

1 560 0
61 500 0

551, 8 = 61×560−1×500
61

0 0
500 0 0
0 0 0
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On en d́eduit que le système est stable, car tous les coefficients du polynôme d́enomi-
nateur et tous leśeléments de la première colonne du tableau de Routh sont positifs.

Fin des exemples❀❀



Chapitre 5

Syst̀emes asservis̀a temps continu

5.1 Les différents types d’asservissement

Le sch́ema ǵeńeral d’unasservissementest celui d’un sch́ema boucĺe sur lequel
on utilise des mesures pour effectuer une contre-réaction (voir figure 5.1). L’entrée du

+

−

erreur commande
proćed́e

perturbation

correcteur
référence

mesure
capteur

bruit

FIG. 5.1 – Sch́ema de principe d’un asservissementà temps continu

syst̀eme est corriǵee en fonction de la différence entre unegrandeur de ŕef́erenceet la
grandeur de mesure: c’est le r̂ole ducorrecteur, qui produit lacommandedu proćed́e.
Dans un sch́ema tenant compte des imperfections, on pourra le caséch́eant tenir compte
des erreurs de modèles, deśeléments non mod́elisés ou non mod́elisables et des bruits
sur les capteurs.

Pour effectuer l’asservissement du système, on peut avoir recoursà différentes tech-
niques. Dans le cadre de ce cours, nousétudierons deux cas, selon que l’état du syst̀eme
est mesurable ou non. Dans le cas où l’ état est complètement mesurable, on utili-
sera la repŕesentation d’́etat du syst̀eme et une contre-réaction de type retour d’état
pour conf́erer au syst̀eme le comportement dynamique et le régime permanent sou-
hait́e. En toute rigueur, ceci pourrait aussiêtre fait m̂eme si l’on ne dispose pas de
la mesure complète de l’́etat, mais que celui-ci est complètement observable. Cepen-
dant, la construction et l’utilisation d’observateurs permettant d’estimer l’état n’́etant
pas abord́ees ici, on supposera qu’en l’absence de mesure complète de l’́etat, l’asservis-
sement par contre-réaction se fait sur la sortie. On est alors dans le schéma de l’Automa-
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tique classique et on utilise la représentation du système par sa fonction de transfert pour
effectuer la correction. Les asservissements vontêtre introduits selon cette modélisation
classique au paragraphe 5.2. Dans un second temps, on présentera au paragraphe 5.3 les
asservissements par retour d’état.

5.2 Asservissement classique

On se place dans le cas où on ne dispose pas d’une mesure complète de l’́etat et on
suppose que celui-ci n’est pas mesurable.

5.2.1 Sch́ema d’un syst̀eme asservi

La contre-ŕeaction porte sur la sortie, comme cela est figuré sur le sch́ema de la
figure 5.2. Ce sch́ema correspond aux exemples donnés dans l’introduction de ce cours.
Les d́efauts de mod́elisation sont assimilésà des perturbations, qui apparaissent dans la

+

−

erreur commande
proćed́e

perturbation

correcteur

capteur

référence

bruit

sortie

mesure

FIG. 5.2 – Sch́ema de principe d’un asservissementà temps continu

châıne directede l’asservissement (ou chaı̂ne d’action). Les imperfections de mesure
sont mod́elisées par desbruits de mesure, qui apparaissent dans lachâıne de retour(ou
châıne de contre-ŕeaction).

De manìere plus quantitative, on représente les diff́erents blocs du système par leur
fonction de transfert et les signaux par leur transformée de Laplace, pour obtenir le
sch́ema blocdu syst̀eme. On adopte le schéma 5.3 page suivante comme schéma ǵeńeral
d’un asservissement. Les différents termes sont :

– Yr(s) : référence (ougrandeur de consigne) ;
– Y (s) : sortie (ougrandeur ŕegĺee) ;
– Ym(s) : mesure ;
– E(s) : erreur 1 (ou écart) de l’asservissement;
– C(s) : correcteur ;
– U(s) : commande du procéd́e ;
– P (s) : perturbation ;

1La définition de ce terme peut varier selon les auteurs, certains considérant que l’appellation d’erreur
est relativèa la différenceYr(s)− Y (s).
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+

−

Yr(s) E(s) Y (s)

B(s)

+U(s)

G1(s) G2(s)

+

+

P (s)

C(s)

Ym(s)
H1(s)H2(s)

+

FIG. 5.3 – Sch́ema bloc d’un asservissementà temps continu : cas géńeral

– B(s) : bruit de mesure .
Si G(s) = G1(s) G2(s) est la fonction de transfert du procéd́e, on note (petit abus)
CG(s) = C(s)G(s) la fonction de transfert de la chaı̂ne directe. Par ailleurs, on note
H(s) = H1(s) H2(s) la fonction de transfert de la chaı̂ne de retour.

5.2.2 Expression de la fonction de transfert

Dans une première étude, on ne tient pas compte en géńeral des perturbations et
du bruit. L’asservissement prend alors la forme représent́eeà la figure 5.4. Lafonction

H(s)

+

−

Yr(s) E(s) U(s)

C(s) G(s)

Y (s)

Ym(s)

FIG. 5.4 – Asservissementà temps continu id́eal

de transfert en boucle ouverte(FTBO) de ce système estC(s)G(s)H(s), que l’on
noteCGH(s), toujours par abus et commodité. Il s’agit de la relation entrée-sortie du
syst̀eme quand la chaı̂ne de retour n’est pas connectée au comparateur. Lafonction de
transfert en boucle ferḿee(FTBF) est, quant̀a elle Y (s)

Yr(s)
. La FTBF repŕesente donc la

relation entŕee-sortie du système boucĺe. Le syst̀eme de la figure 5.4 obéit auxéquations
suivantes :

U(s) = C(s)E(s), (5.1)

E(s) = Yr(s)− Ym(s), (5.2)

Ym(s) = H(s)Y (s), (5.3)

Y (s) = G(s)U(s). (5.4)
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D’après (5.1), (5.2) et (5.3) :

U(s) = C(s) (Yr(s)−H(s)Y (s)) ,

et donc, d’apr̀es (5.4) :

Y (s) = CG(s) (Yr(s)−H(s)Y (s)) .

Finalement, la FTBF s’écrit :

Y (s)

Yr(s)
=

CG(s)

1 + CGH(s)
. (5.5)

Il est utile de retenir ce résultat (et par ailleurs de savoir le redémontrer). On montre
aiśement que la FTBF et la FTBO ont le même ordre.

L’ équation caract́eristiquedu syst̀eme en boucle ferḿee donne les p̂oles de la FTBF,
déduite de (5.5) :

1 + CGH(s) = 0. (5.6)

Pour tenir compte des imperfections représent́ees sur le sch́ema 5.3 page ci-contre,
on calcule la transforḿee de Laplace de la sortieà l’aide du th́eor̀eme de superposition.
Onécrit pour cela que la sortie est la somme des sorties obtenues par les actions sépaŕees
de l’entŕee, de la perturbation et du bruit (procéder ainsi simplifie le calcul). On trouve,
apr̀es quelques schémas et calculs :

Y (s) =
CG(s) Yr(s) +G2(s) P (s)− CG(s) H2(s) B(s)

1 + CGH(s)
.

✐ Exemple

Pour ŕealiser l’asservissement de la vitesse du rotor d’un MCC, on utilise les schémas
de principe vus pŕećedemment. On choisit de régler la vitesse par une tension d’entrée
yr. Celle-ci correspond̀a une vitesse de rotation désiŕeeωr. La vitesse du rotor est me-
suŕee par une ǵeńeratrice tachyḿetrique2 plaćee sur l’axe et qui d́elivre une tensionym

proportionnelleà la vitesse de rotation de l’axe. Le schéma-bloc de l’asservissement
ainsi ŕealiśe est repŕesent́e à la figure 5.5 page suivante, en haut. La grandeur asservie
étant la vitesse de rotation, on parlera d’asservissement de vitesse du moteur.

On pourrait concevoir de présenter ce schéma diff́eremment bieńevidemment, no-
tamment en faisant apparaı̂tre un retour unitaire, c’est-à-dire en consid́erant que la
grandeur asservie est la tension image de la vitesse. On obtient alors le schéma de la
figure 5.5 page suivante, au milieu. On peutégalement faire apparaı̂tre la comparai-
son entre les vitesses en redessinant le schéma-bloc sous la forme suggéŕee à la fi-
gure 5.5 page suivante, en bas. On fait ici apparaı̂tre la variable interḿediaireωr.

Fin de l’exemple ❀❀

2Il s’agit d’une machineà courant continu fonctionnant en géńeratrice, qui d́elivre la force
électromotrice induite aux bornes de l’induit, donc une tension proportionnelleà la vitesse de rotation.
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FIG. 5.5 – Asservissement de vitesse d’un moteurà courant continu

5.3 Asservissement par retour d’́etat

On se place dans le cas où l’on dispose de la mesure complète de l’́etat.

5.3.1 Sch́ema d’un syst̀eme asservi par retour d’́etat

La contre-ŕeaction est ŕealiśee par unretour d’état, comme cela est représent́e sur le
sch́ema de la figure 5.6 page ci-contre.

5.3.2 Expression de la repŕesentation d’́etat du syst̀eme corrigé

On consid̀ere tout d’abord une loi de commandeu proportionnellèa l’état :

u = −Kx, (5.7)

où, dans le cas monovariable,K est une matrice ligne de coefficients réels :

K =
(
K1 K2 . . . Kn

)
.

La prise en compte de la commande (5.7) dans l’équation d’́etat du syst̀eme conduit au
nouveau mod̀ele d’́evolution :

dx

dt
= (A−BK)x. (5.8)

Le choix de la matrice de gainK permet donc de régler le comportement dynamique du
syst̀eme.
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FIG. 5.6 – Sch́ema de principe d’un asservissement par retour d’état

Outre la dynamique, on souhaite en géńeral dans un asservissement imposer le com-
portement du ŕegime permanent. Le plus souvent le cahier des charges indique que la
valeur de la sortie doit̂etreégalèa une grandeur de référence. Il faut donc introduire cette
référence dans notre loi de commande par retour d’état. Soientx∞ et u∞ les ŕegimes
permanents de l’état et de la commande respectivement. La commande par retour d’état :

u− u∞ = −K(x− x∞) (5.9)

est telle queu = u∞ dès lors quex = x∞. Le probl̀emeà ŕesoudre consiste doncà
déterminerx∞ etu∞ permettant d’obteniryr = y∞ en sortie, en ŕegime permanent. Les
équations d’́etat du syst̀eme en ŕegime permanent donnent :

0 = Ax∞ +Bu∞, (5.10)

y∞ = Cx∞ +Du∞. (5.11)

Si l’on pose :

x∞ = Nxy∞,

u∞ = Nuy∞,

on peut faire disparaı̂trey∞ dans leśequations (5.10) et (5.11), ce qui mène au nouveau
syst̀eme : (

0
1

)
=

(
A B
C D

)(
Nx

Nu

)
,

qui une fois inverśe donne : (
Nx

Nu

)
=

(
A B
C D

)−1(
0
1

)
(5.12)

En inśerantNx etNu détermińes par (5.12), il vient :

u = Nuyr −K(x−Nxyr),

soit :

u = −Kx+ N̄yr, (5.13)
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x

dx
dt

= Ax + Bu

y = Cx + Du

uyr

y
+

N̄

K

−

FIG. 5.7 – Structure complète d’une commande par retour d’état

avecN̄ = Nu +KNx. Ce sch́ema de commande est illustré à la figure 5.7.
La commande du système par retour d’état donńee par l’́equation (5.13) conduit au

mod̀ele d’́etat complet en boucle ferḿee suivant :

dx

dt
= (A−BK)x+BN̄yr,

y = (C −DK)x+DN̄yr. (5.14)

✐ Exemple

Pour ŕealiser l’asservissement de la vitesse du rotor d’un MCC par retour d’état il faut
disposer de mesure de sonétat. Ceci est-il le cas dans l’une ou l’autre des représentations
d’état du MCC pŕesent́ees au paragraphe 2.3.2 ? Dans le premier cas on avait choisi
x1 = ω et x2 = i, alors que dans le second casx1 = ω et x2 = dω

dt
. Si l’on choisit de

réaliser le variateur du MCC, on a besoin de mesurer le courant d’induit, et même de
l’asservir, pour bien en maı̂triser la dynamique, notamment les dépassements, qui pour-
raientêtre destructeurs. En pratique, il est rare de disposer de l’accélération angulaire
du rotor. En revanche, il existe différents moyens pour mesurer la vitesse angulaire du
rotor, par exemple avec une géńeratrice tachyḿetrique. Un retour d’́etat ŕealiśe d’apr̀es
la mesure de l’́etatx = (ω i)T correspondra au schéma de la figure 5.8.

dx
dt

= Ax + Bu

y = Cx + Du

u+

N̄

−−

x1 = ω

x2 = i
K2

yr = ωr

y = ω

K1

FIG. 5.8 – Asservissement de vitesse d’un moteurà courant continu par retour d’état

Ce sch́ema de commande està mettre en regard avec le schéma d’asservissement
avec boucles imbriqúees, présent́e à la figure 5.9 page suivante. Si l’on compare les



5.3. Asservissement par retour d’́etat 63

Ω(s)

I(s)

− −

+ +
Y (s) = Ω(s)

G(s)Ci(s)

U(s)

Cω(s)

Yr(s) = Ωr(s)

FIG. 5.9 – Asservissement de vitesse d’un moteurà courant continu avec boucles im-
briquées

expressions des commandes produites par l’un et l’autre de ces schémas, on obtient,
dans le cas de l’asservissement par retour d’état :

u = N̄ωr −K1ω −K2i, (5.15)

alors que dans le cas de la correction avec boucles imbriquées, il vient :

U(s) = (Cω(s)(Ωr(s)− Ω(s))− I(s))Ci(s),

= Cω(s)Ci(s)Ωr(s)− Cω(s)Ci(s)Ω(s)− Ci(s)I(s). (5.16)

On constate que le choix de deux correcteurs proportionnels de gains respectifs
Cω(s) = K1

K2
et Ci(s) = K2 pour l’asservissement avec boucles imbriquées transfor-

merait (5.16) en :
U(s) = K1Ωr(s)−K1Ω(s)−K2I(s),

qui està comparer avec (5.15).
On pourrait effectuer la m̂eme analogie entre un asservissement de position du MCC

par retour d’́etat et un asservissement de positionà boucles imbriqúees avec retours de
courant, de position et tachymétrique (voir TP sur le MCC).

Fin de l’exemple ❀❀



Chapitre 6

Analyse des syst̀emes asservis̀a temps
continu

6.1 Stabilité

Les notions et crit̀eres de stabilit́e d́efinis dans le cas géńeral d’un syst̀eme quel-
conque sont bieńevidemment valables dans le cas d’un système asservi. En particu-
lier, le calcul des p̂oles du syst̀eme permet de conclure immédiatement sur sa stabilité.
Néanmoins, dans le cas particulier des systèmes asservis, on dispose de plusieurs autres
résultats qui permettent de conclure sur la stabilité d’un syst̀eme en boucle ferḿee à
partir du mod̀ele de la boucle ouverte.

6.1.1 Critère de Nyquist

Le critère de Nyquistest un crit̀ere fondamental̀a la base de diverses variantes pour
l’analyse de stabilit́e. Son application est basée sur le traće dans le diagramme de Ny-
quist du lieu de la ŕeponse harmonique en boucle ouverte. Pour déterminer le lieu il faut
tout d’abord d́efinir le contour de NyquistCN . Il s’agit d’une courbe du plan complexe
comprenant l’axe des imaginaires et dont les extrémit́es sont relíeesà l’infini par un
demi-cercle centré à l’origine et sitúe dans le demi-plan droit (voir figure 6.1 page ci-
contre). Le contour est orienté selon le sens anti-trigonométrique, c’est-̀a-dire selon les
ω croissants sur l’axe imaginaire. Si la FTBO possède des p̂oles ou des źeros sur l’axe
imaginaire, le contour doit̂etre modifíe de façoǹa exclure ces points particuliers. La
figure 6.1 page suivante donne une illustration de ce que peutêtre le contour de Nyquist
dans le cas ǵeńeral et dans le cas où le syst̀eme poss̀ede une paire de pôles complexes
conjugúes en±jω1. Quand un point d’affixes = σ+jω parcourt le contour de Nyquist,
la FTBO du syst̀eme parcourt lelieu de Nyquist complet1 N. Ce lieu est syḿetrique
par rapport̀a l’axe ŕeel et l’on peut se contenter de calculer d’abord la partie corres-
pondant aux points du contour de Nyquistà partie imaginaire positive. On rend ensuite
symétrique le lieu par rapport̀a l’axe ŕeel.

Le traće du lieu de Nyquist permet de déterminer la stabilit́e du syst̀eme en boucle
fermée en examinant la façon dont le lieu de Nyquist entoure le point critique, d’af-
fixe−1.

1Ainsi appeĺe pour marquer la diff́erence avec lieu de Nyquist vu préćedemment.
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jω1

−jω1

+∞

+j∞

Axe réel

Axe imaginaire

0 0

+∞

+j∞

Axe réel

Axe imaginaire

CNCN

FIG. 6.1 – Contour de Nyquist

Théorème 6.1 (Crit̀ere de Nyquist) Soit un syst̀eme dont la fonction de transfert en
boucle ouverte possèdeP pôles à partie ŕeelle strictement positive (pôles instables).
SoitN le nombre de tours fait par le lieu de Nyquist autour du point critique, comptés
positivement dans le sens trigonométrique.

Alors, le nombre de p̂oles instables du système en boucle ferḿee est :

Z = P −N.

Ainsi, le syst̀eme est stable en boucle fermée si le lieu de Nyquist complet faitP tours
autour du point critique.

On prendra garde au fait que les tours sont comptabilisés dans le sens trigonométrique
alors que le contour de Nyquist est orienté dans le sens anti-trigonométrique.

✐ Exemple

Consid́erons le cas du MCC en s’intéressant̀a la positionθ de son rotor. A partir de
la fonction de transfert en vitesse du système, donńee par l’́equation (2.30), ońetablit
par int́egration :

Θ(s)

U(s)
=

KG

s (1 + τels) (1 + τems)
.

Pour ne pas trop compliquer le problème, on se limite tout d’abord̀a un mod̀ele d’ordre
deux en ńegligeant le p̂ole électrique du moteur, soit :

G(s) =
Θ(s)

U(s)
=

KG

s (1 + τems)

et on suppose que l’on chercheà asservir le système avec un correcteur proportionnel
Kp, le capteur de positiońetant assimiĺe à un gainKθ, conforḿement au sch́ema de la
figure 6.2 page suivante.
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+

−

G(s)Kp

Yr(s)

Y (s)

Θ(s)

Kθ

FIG. 6.2 – Asservissement de position d’un MCC

Traçons tout d’abord le contour de Nyquist du système. En raison du p̂oleà l’origine
dû à l’intégration entre vitesse et position angulaire, il est nécessaire d’exclure l’origine
du plan complexe du contour, comme cela est représent́e à la figure 6.3. Comme in-

0

+∞
Axe réel

Axe imaginaire

CN

+∞

FIG. 6.3 – Contour de Nyquist pour l’asservissement de la position d’un MCC

diqué, on ne consid̀ere que la partie du contourà partie imaginaire positive. La partie
du contour de Nyquist entourant l’origine peutêtre paraḿetŕee pars = ρejα, avecα
croissant de 0̀a π

2
et ρ tendant vers 0. Les points de l’axe imaginaire sont eux d’affixe

jω avecω ∈ [ρ,+∞[. Enfin, la fermeture du contour de Nyquist correspond aux points
d’affixe s = ρejα avecα décroissant deπ

2
à 0 etρ tendant vers l’infini.

La fonction de transfert en boucle ouverte du système s’́ecrit :

CGH(s) =
KCGH

s (1 + τems)
,

avecKCGH = KpKGKθ. La partie du contour autour de l’origine a pour image par
CGH le lieu des points d’affixe :

CGH(s) =
KCGH

ρejα
= r ejβ,
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avecr = KCGH

ρ
tendant vers+∞ etβ = −α décroissant de 0̀a−π

2
. L’axe imaginaire a

pour image parCGH le lieu des points d’affixe :

CGH(jω) =
KCGH

jω (1 + jτemω)
.

Cette partie du lieu de Nyquist n’a pas de particularité remarquable. On peut la tracer
à partir du calcul de la partie réelle et de la partie imaginaire deCGH(jω) lorsqueω
varie de0+ à+∞ :

Re(CGH(jω)) = −KCGHτem
1 + τ 2

emω
2
,

Im (CGH(jω)) = − KCGH

ω (1 + τ 2
emω

2)
.

Le traće est donńe à la figure 6.4. Enfin, la fermeture du contourà l’infini a pour image
parCGH le lieu des points d’affixe :

CGH(s) =
KCGH

τemρ2 e2jα
,

réduit à l’origine car dans ce casρ tend vers+∞. Le lieu correspondant est représent́e
à la figure 6.4.

N

Axe imaginaire

+∞

Axe réel

−1 ω → +∞

ω → −∞

ω → 0−

ω → 0+

FIG. 6.4 – Lieu de Nyquist pour l’asservissement de la position d’un MCC

Le syst̀eme ne comporte pas de pôle instable, doncP = 0. En d́ecrivant le lieu dans
le sens trigonoḿetrique, on n’entoure jamais le point critique, quelles que soient les
valeurs des param̀etres du probl̀eme, doncN = 0. On en d́eduit que l’asservissement en
position d’un MCCà l’aide d’un correcteur purement proportionnel est toujours stable,
ce qui est normal puisque il s’agit d’un système du second ordre.

Attention cependant aux hypothèses de mod́elisation : si l’on ne ńeglige plus le p̂ole
électrique du système, pour des valeurs assez grandes deKp on montre (. . .) que le lieu
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Axe imaginaire

+∞

Axe réel

ω → 0+

ω → 0−

ω → +∞

ω → −∞

−1

N

FIG. 6.5 – Lieu de Nyquist pour l’asservissement de la position d’un MCC (bis)

de Nyquist prend la forme indiquée à la figure 6.5. Dans ce cas,N = −2 alors que
l’on a toujoursP = 0, le pôle électriqueétant stable. D’après le crit̀ere de Nyquist,
on a doncZ = 2, ce qui signifie que le système en boucle ferḿee poss̀ede une paire
de p̂oles instables. Bieńevidemment, plus le p̂ole électrique sera petit et d’autant plus
grand sera le gain nécessaire pour conduire l’asservissementà l’instabilité. . . Dans le cas
du MCC, cette hypoth̀ese reste valable longtemps : il faut ainsi appliquer des gains très
importants pour atteindre le régime critique (limite de stabilité), ce qui conduit, bien
avant d’atteindre l’instabilit́e, à d’autres probl̀emes, comme par exemple la saturation
des actionneurs.

Fin de l’exemple ❀❀

6.1.2 Critère du revers

Le critère de Nyquist est intéressant car il ne fait aucune hypothèse restrictive sur le
syst̀eme. Ńeanmoins son application est parfois délicateà mettre en œuvre. Une version
simplifiée du crit̀ere de Nyquist, appeléecritère du reverspeutêtre appliqúee sous l’hy-
poth̀ese que lesyst̀emesoit à minimum de phase, c’est-̀a-dire poss̀ede uniquement des
pôles et źerosà partie ŕeelle ńegative et ne comprenne pas de terme de retard (dans le
cas contraire, on parlera de systèmeànon minimum de phase).

Théorème 6.2 (Crit̀ere du revers) Soit un syst̀emeà minimum de phase.

Le syst̀eme est stable en boucle fermée si en parcourant le lieu de transfert2 de la
boucle ouverte selon lesω croissants on laisse le point critiquèa gauche dans le plan
de Nyquist (oùa droite dans le plan de Black).

2Lieu de la ŕeponse harmonique, tel que présent́e au paragraphe 3.2.1.
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✐ Exemple

Le MCC étudíe pŕećedemment́etant un syst̀emeà phase minimale, on peut lui appli-
quer le crit̀ere du revers. Alors, selon que l’on néglige ou non le p̂ole électrique, les
figures 6.4 et 6.5 donneront les tracés de la figure 6.6. L’application du critère du revers

Axe imaginaire

Axe réel

−1−1

Axe imaginaire

Axe réel

Cas toujours stable
(mod̀ele simplifíe 2nd ordre)

Cas instable

(grand gain proportionnel
et p̂ole électrique pris en compte)

CGH(jω) CGH(jω)

FIG. 6.6 – Crit̀ere du revers pour l’asservissement de la position d’un MCC

est imḿediate. Dans le premier cas, on laisse le point critiqueà gauche dans le plan de
Nyquist en parcourant le lieu de transfert selon lesω croissants : le système est stable
en boucle ferḿee. Dans le second cas, on laisse le point critiqueà droite dans le plan de
Nyquist : le syst̀eme est alors instable en boucle fermée.

Fin de l’exemple ❀❀

6.1.3 Marges de stabilit́e

Stabilit é et stabilité relative

Le critère de Nyquist, comme celui de Routh-Hurwitz, n’offrent qu’un verdict : le
syst̀eme est stable ou non. Pourtant, ne peut-on pas, par exemple, qualifier de«peu
stable»un syst̀eme dont la ŕeponse indicielle oscillerait longtemps avant de se stabiliser
et de«très stable» un syst̀eme pour lequel cette m̂eme ŕeponse serait apériodique ?
Ainsi, les caract́eristiques associéesà l’amortissement d’un système donnent un premier
indice pour qualifier sa stabilité.

En plus de ces caractéristiques temporelles, on a coutume d’utiliser des critères
fréquentiels pour qualifier la stabilité relative d’un syst̀eme. Par exemple, la position
du lieu de transfert par rapport au point critique permet de qualifier sa stabilité, par
simple extension du critère de Nyquist. Ońevalue quantitativement la stabilité d’un
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syst̀emeà l’aide d’indices appelésmarges de stabilit́e, détermińesà partir de la ŕeponse
harmonique en boucle ouverte.

Marge de phase et marge de gain

On d́efinit lamarge de phasepar :

Mϕ = 180 + Arg{CGH(jωc)},

où ωc est telle que|CGH(jωc)|dB = 0 dB et lamarge de gainpar :

MG =
1

|CGH(jω−180)|
,

ou :
MGdB = −20 log10 |CGH(jω−180)|

où ω−180 est tel queArg{CGH(jω−180)} = −180. Ces deux marges de stabilité sont
calcuĺeesà partir des propriét́es harmoniques du système en boucle ouverte. Elles per-
mettent de qualifier la stabilité du syst̀eme en boucle ferḿee, d’apr̀es le th́eor̀eme sui-
vant.

Théorème 6.3 (Stabilit́e et marges de stabilit́e) Le syst̀eme est stable en boucle fermée
si la marge de phase ou la marge de gain du système en boucle ouverte est positive.

La valeur de la marge de phase permet donc de donner une image de la stabilité du
syst̀eme. Pour se faire une idée plus pŕecise, on peut comparer marge de phase et co-
efficient d’amortissement, comme cela est fait pour un système du second ordrèa la
figure 6.7 page ci-contre.

Les marges de stabilité peuvent̂etre observ́ees indiff́eremment dans l’un ou l’autre
des diagrammes harmoniques. La figure 6.8 page suivante en donne une illustration
dans le diagramme de Nyquist, alors que la figure 6.9 page 72 illustre ces mêmes ca-
ract́eristiques, pour le m̂eme syst̀eme, dans le diagramme de Bode.

6.1.4 Lieu des racines

Le lieu des racinesd’un syst̀eme, encore appelé lieu d’Evans, est le lieu des p̂oles
de sa FTBF lorsque le gainKp de la châıne directe varie de0 à +∞, conforḿement
au sch́ema 6.10 page 72. Il s’agit donc, pour un système de fonction de transfert en
boucle ouverteGH(s), du lieu dans le plan complexe desn racines de l’́equation ca-
ract́eristique :

1 +KpGH(s) = 0.

Le syst̀eme en boucle ferḿeeétant stable si ses pôles restent dans le demi-plan complexe
gauche, il est alors facile de conclure sur la stabilité en fonction du gain de la chaı̂ne
directe.

L’ensemble des règles de construction du lieu des racines sont données dans tout
bon ouvrage d’Automatique, en particulier dans la plupart des références pŕesent́ees
dans la bibliographie. Aujourd’hui, l’utilisation d’outils de simulation pour tracer le
lieu des racines est vivement conseillé, en particulier pour des systèmes d’ordréelev́e.
Le traće de l’allure du lieu, complét́e par certains points caractéristiques reste ńeanmoins
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FIG. 6.7 – Correspondance entre coefficient d’amortissementξ et marge de phaseMϕ
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FIG. 6.8 – Marges de phase et marge de gain dans le diagramme de Nyquist
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FIG. 6.10 – Lieu des racines : principe
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utile, notamment dans un premier temps. Pour cette raison, on se contente de donner ici
l’ énonće des r̀egles minimales de construction.

Soit N(s), de degŕe m, le nuḿerateur de la FTBO du système etD(s), de degŕe
n, son d́enominateur. Les propriét́es principales permettant la construction du lieu des
racines sont les suivantes :

1. symétrie par rapport̀a l’axe ŕeel ;

2. n branches ;
– n points de d́epart, pourKp = 0, confondus avec les pôlespi de la FTBO ;
– m points d’arriv́ee, pourKp = +∞, confondus avec les zéroszi de la FTBO.

3. n−m branches infinies :
– ces branches donnentn − m asymptotes faisant des anglesβλ = 2λ+1

n−m
π,

avecλ = 0, 1 . . . , n−m− 1 avec l’horizontale ;
– intersection des asymptotes avec l’axe réel au point d’affixeδ =

Pn
i=1 pi−

Pm
i=1 zi

n−m
.

4. branches du lieu appartenantà l’axe ŕeel : un point d’affixe ŕeelle appartient au
lieu si le nombre de p̂oles et źeros ŕeels de la FTBO sitúesà sa droite est impair ;

5. intersections du lieu avec l’axe réel : un point d’affixe ŕeellex est un point poten-

tiel de śeparation si 1
N(s)

dN(s)
ds

∣∣∣
s=x

= 1
D(s)

dD(s)
ds

∣∣∣
s=x

.

L’int ér̂et du lieu des racines réside par ailleurs (et surtout en fait) dans la possibilité qu’il
offre de ŕealiser la commande du système, comme nous le verrons plus loin.

✐ Exemple

On s’int́eresse au procéd́e de fonction de transfert :

F1(s) =
5000

s3 + 61s2 + 560s+ 500
.

dont on áetudíe la stabilit́e en boucle ouverte au paragraphe 4.2.2.

Boucle fermée : calcul des p̂oles ? crit̀ere de Routh-Hurwitz ? Consid́erons main-
tenant le syst̀eme de fonction de transfertF (s) obtenu en asservissant le système initial
de fonction de transfertF1(s) avec un correcteur proportionnel de gainKp et un retour
unitaire. On a :

F (s) =
KpF1(s)

1 +Kp F1(s)
,

=
5000

s3+61s2+560s+500

1 +Kp
5000

s3+61s2+560s+500

,

=
5000

s3 + 61s2 + 560s+ 500 + 5000Kp

.

Il n’est bienévidemment pas question de déterminer analytiquement les racines du dé-
nominateurs3 + 61s2 + 560s + 500 + 5000Kp. En revanche, on peut déterminer pour
quelle valeur du gain proportionnelKp le syst̀eme asservi est stableà l’aide du crit̀ere
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de Routh-Hurwitz. Pour cela, construisons le tableau de Routh du système de fonction
de transfertF (s) :

1 560 0
61 500 + 5000Kp 0

33660−5000Kp

61
= 61×560−1×(500+5000Kp)

61
0 0

500 + 5000Kp 0 0
0 0 0

On en d́eduit que le système asservi est stable si−0, 1 < Kp < 6, 732.

Boucle fermée : lieu des racines Le traće et l’exploitation du lieu des racines pren-
dront beaucoup plus de temps que l’application du critère de Routh-Hurwitz. A la fi-
gure 6.11 on a représent́e le lieu des racines du système de FTBOF1(s). On remarque
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FIG. 6.11 – Lieu des racines du système de FTBOF1(s)

que les deux branches infinies complexes conjuguées du lieu des racines sont en partie
dans le demi-plan droit. Donc, au delà d’un certaine valeur du gain de la chaı̂ne di-
recte le syst̀eme devient instable en boucle fermée. Le gain limite de stabilité vérifie
1 +KpF1(jω) = 0. Ceci conduit̀a ŕesoudre l’́equation :

1 +
5000Kp

(jω)3 + 61(jω)2 + 560jω + 500
= 0.

soit encore :
61ω2 − 500 + j(560ω − ω3) = 5000Kp.

On retrouve alors le gain limiteKp = 6, 732, détermińe par la ḿethode de Routh, en
résolvant cettéequation.
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Influence d’un zéro A la figure 6.12 on a représent́e le lieu des racines du système de
FTBO :

F2(s) = 5000
0, 2s+ 1

s3 + 61s2 + 560s+ 500

qui poss̀ede les m̂emes p̂oles queF1(s), le même gain statique, mais possède en outre
un źeroà partie ŕeelle ńegative en−5. Etant donńe la valeur de ce źero, son influence sur
le syst̀eme ne va paŝetre ńegligeable. Comme on le remarque, le lieu est en effet sensi-
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FIG. 6.12 – Lieu des racines du système de FTBOF2(s)

blement modifíe : il se trouve alors intégralement dans le demi-plan complexe gauche.
Le syst̀eme est alors toujours stable en boucle fermée. Le źero introduit a donc un effet
stabilisant pour le système.

Boucle fermée : marges de stabilit́e Le traće d’un diagramme harmonique prendra
lui aussi beaucoup plus de temps que l’application du critère de Routh-Hurwitz. A la
figure 6.13 page suivante on a représent́e le diagramme de Bode deF1(s) (du syst̀eme
en boucle ouverte donc) et fait apparaı̂tre les marges de stabilité (qualifiant la stabilit́e
du syst̀eme en boucle ferḿee). La figure 6.14 page suivante illustre elle les marges de
stabilit́e dans le lieu de Black-Nichols deF1(s). On remarque que les marges de phase
et de gain du système de fonction de transfertF1(s) sont finies et positives. Le système
boucĺe sans correction est donc stable. La marge de phase vaut50, 78 deg et la marge de
gain16, 56 dB.

Enfin, à la figure 6.15 page 77 on a représent́e le diagramme de Bode deF2(s). On
note que la marge de phase augmente et que la marge de gain est infinie. Comme noté
préćedemment, le système est donc toujours stable en boucle fermée sous l’action de ce
zéro. Il est nettement plus amorti.
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FIG. 6.13 – Marges de stabilité du syst̀emeF1(s) dans le diagramme de Bode

−250 −200 −150 −100 −50

−160

−140

−120

−100

−80

−60

−40

−20

0

20

Phase (deg)

G
ai

n 
(d

B
)

Lieu de Black−Nichols

16,56 dB 

50,78 deg

FIG. 6.14 – Marges de stabilité du syst̀emeF1(s) dans le lieu de Black-Nichols
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FIG. 6.15 – Marges de stabilité du syst̀emeF2(s) dans le diagramme de Bode

Fin de l’exemple ❀❀

6.2 Précision

6.2.1 Expression de l’erreur

On consid̀ere un syst̀eme asservi tel que celui représent́e à la figure 5.4 page 58.
On suppose donc que le système est sans perturbation ni bruit de mesure. D’après les
équations (5.2) et (5.3) :

E(s) = Yr(s)−H(s)Y (s),

et donc, d’apr̀es (5.5) :

E(s) = Yr(s)−
CGH(s)Yr(s)

1 + CGH(s)
.

L’expression de la transforḿee de Laplace de l’erreur est donc finalement :

E(s) =
Yr(s)

1 + CGH(s)
. (6.1)
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6.2.2 Pŕecision statique et pŕecision dynamique

La précision statiquedu syst̀eme est caractériśee par l’erreur en régime permanent
en ŕeponsèa unéchelon :

ε∞ = lim
t→+∞

ε(t).

Cette erreur est appeléeerreur statique(ou erreur de position). D’après le th́eor̀eme de
la valeur finale (voir les propriét́es de la transforḿee de Laplace, tableau 2.1 page 16),
on peut la calculer̀a l’aide de l’́equation (6.1) par :

ε∞ = lim
s→0

sE(s). (6.2)

On parlera deprécision dynamiquedès que l’entŕee du syst̀emeévolue de manière
continue dans le temps : par exemple on désigne parerreur de vitessela valeur de
l’erreur quand l’entŕee du syst̀eme est une rampe.

6.2.3 Expression ǵenérale de l’erreur

D’après (6.1) et (6.2), l’expression géńerale de l’erreur d’un système asservi est :

ε∞ = lim
s→0

sYr(s)

1 + CGH(s)
. (6.3)

Les transforḿees de Laplace des signaux typeéchelon, rampe,etc.servant̀a analyser la
précision d’un syst̀eme sont connues. Il est donc possible de calculer notamment l’erreur
statique ou dynamique du système si l’on connâıt le comportement en0 deCGH(s).
On choisit la forme (2.26) pour la FTBO :

CGH(s) =
K

sc

1 + β1s+ . . .

1 + α1s+ . . .
(6.4)

où c, la classe du système, correspond au nombre d’intégrations pures présentes dans le
mod̀ele du syst̀eme. Alors, la pŕecision du syst̀eme peut̂etre calcuĺeeà l’aide de (6.3) et
(6.4). En effet, en tenant compte de ces deuxéquations, il vient :

ε∞ = lim
s→0

sc+1(1 + α1s+ . . . )

K(1 + β1s+ . . . ) + sc(1 + α1s+ . . . )
Yr(s). (6.5)

On établit alors facilement les résultats du tableau 6.1 page suivante d’après (6.5). Par
exemple, dans le cas d’un système de classe 0, l’erreur statique, en réponsèa unéchelon
d’amplitudeE0, vaut :

ε∞ = lim
s→0

s(1 + α1s+ . . . )

K(1 + β1s+ . . . ) + (1 + α1s+ . . . )

E0

s
=

E0

1 +K
.

Il est aiśe d’imaginer comment ce tableau s’étend au cas des systèmes de classe supérieure
à deux et au cas d’entrées polynomiales de degré suṕerieur ouégalà deux.



6.2. Pŕecision 79

entŕee échelonYr =
E0

s
rampeYr =

V0

s2

classe 0
E0

1 +K
∞

classe 1 0
V0

K

classe 2 0 0

TAB . 6.1 – Pŕecision des systèmes asservis lińeaires continus, en fonction de leur classe

6.2.4 Dualit́e stabilité-précision

On peut facilement comprendreà partir d’un exemple que les notions de stabilité et
de pŕecision ne vont pas de pair. Ainsi, un système de classe 0 est d’autant plus précis
en boucle ferḿee que son gain statique est grand, comme on peut le déduire du tableau
6.1. Or, une augmentation du gain de la boucle ouverte diminue la marge de phase. En
effet, la courbe de gain dans le diagramme de Bodeétant translat́ee vers le haut (voir
figure 6.16 page suivante), la pulsation de coupure est translatée vers la droite et donc
la marge de phase diminue.

Autre exemple : si le système comporte une intégration les risques de le voir devenir
instable sont plus grands, le système ayant, d’emblée,i. e. aux basses fréquences, une
phase de−90 deg. C’est pour cela que l’on parle dedualité stabilit́e-pŕecision.

6.2.5 Influence des perturbations

L’influence des perturbations sur la précision du syst̀eme sera vue en TD, où l’on
établira l’expression ǵeńerale de l’erreur en présence d’une perturbation.
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Chapitre 7

Commande des syst̀emesà temps
continu

La synth̀ese de lacommande d’un systèmeconsistèa choisir un type de correcteur
et ses param̀etres pour remplir uncahier des chargesdonńe.

7.1 Cahier des charges

Le probl̀eme pośe au concepteur de la commande d’un système doit logiquement
se pŕesenter sous la forme d’un certain nombre de contraintesà satisfaire pour que la
sortie du syst̀eme offre les propriét́es d́esiŕees : amortissement, précision statique ou dy-
namique, temps de réponse, bande passante,etc.S’il est coh́erent, ce cahier des charges
doit bienévidemment̂etre ŕealisable : l’ensemble des contraintes imposées doivent̂etre
compatibles et les performances attendues doivent tenir compte de la réalisation pratique
et donc des limitations imposéesà tout asservissement. On peut formuler un cahier des
charges selon trois préoccupations principales :

– stabilité : le syst̀eme doit bienévidemment̂etre stable, mais il faut́egalement
que son amortissement soit bien maı̂trisé. Certaines applications imposent par
exemple qu’il n’y ait pas de d́epassement. En vertu de la correspondance entre
amortissement et marge de phase dans le cas d’un système du second ordre, on
admet ǵeńeralement qu’une marge de phase comprise entre50 et70 deg assure un
amortissement optimal au système. En dessous de cette valeur le système oscille
beaucoup lors des transitoires. Au-delà, il risque d’̂etre trop amorti, au d́etriment
de la rapidit́e ;

– précision: selon le cahier des charges et la classe du système, on pourra attendre
des performances plus ou moinsélev́ees en terme de précision. Si le système est
de classe0, son erreur statique n’est pas nulle, mais inversement proportionnelle
au gain de la chaı̂ne directe. Plut̂ot que d’augmenter ce gain et de risquer de sa-
turer l’entŕee du syst̀eme ou de le rendre instable, on préfère quand c’est possible
introduire une int́egration ;

– rapidité : la rapidit́e du syst̀eme en boucle ferḿee est líee à sa bande passante.
Un syst̀eme ayant une pulsation de coupureà 0 dB élev́ee est caractériśe par une
constante de temps rapide. Celaétant, il faut l̀a encore faire un compromis, la
marge de phase diminuant si la bande passante augmente.
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Bien évidemment, selon le nombre de contraintesà satisfaire simultańement, le correc-
teur obtenu sera plus ou moins complexe.

Les quatre prochaines sections s’intéressent̀a la description des ḿethodes de syn-
thèse utilisant la repŕesentation par fonction de transfert. L’objectif est alors de syn-
thétiser un correcteur selon le schéma pŕesent́e au paragraphe 5.2. Après avoir in-
troduit les correcteursPID, on étudie les techniques fréquentielles de synthèse, puis
les techniques par placement de pôles, pour enfin faire une (petite) digression sur les
méthodes empiriques. La synthèse d’un correcteur par retour d’état, dont le principe a
ét́e pŕesent́e au paragraphe 5.3, est présent́ee dans un second temps, enécho au place-
ment de p̂oles dans le lieu des racines.

7.2 CorrecteursPID

7.2.1 Correcteur PID idéal

Les correcteurs les plus répandus sont de typeproportionnel, int́egral, d́erivé (PID).
Ils permettent d’appliquer ces trois actionsélémentaires au signal d’erreurE(s) pour
commander le système conforḿementà la figure 7.1. La fonction de transfert d’un cor-
recteurPID idéal est ainsi :

C(s) = Kp

(
1 +

1

τis
+ τds

)
. (7.1)

+

−

Yr(s) E(s) Y (s)

G(s)

U(s)

H(s)

C(s) = Kp

„
1 +

1

τis
+ τds

«

FIG. 7.1 – Sch́ema bloc d’un asservissement avec correcteurPID

En pratique,̀a une cat́egorie de systèmesà asservir donńee correspond un type de
correcteur adapté : celui dont on sait, par expérience oúetude, qu’il va le mieux convenir.
Pour effectuer un choix judicieux, il faut connaı̂tre les effets des différentes actions,
proportionnelle, int́egrale et d́erivée. On va tout d’abord les analyser sépaŕement.

7.2.2 Propriétés des actions proportionnelle, int́egrale et d́erivée

Action proportionnelle D’après le tableau 6.1, on voit que la précision du syst̀eme
est aḿeliorée par une augmentation du gain de la chaı̂ne directe, ce qui peutêtre ŕealiśe
par correction proportionnelle. En contrepartie, la stabilité diminue si le gain augmente.
Ceci est l’illustration de la dualité stabilit́e-pŕecision pŕećedemment́evoqúee. Le temps
de mont́ee est ŕeduit et le syst̀eme plus oscillant. En revanche, une augmentation du gain
proportionnel ne diminue pas nécessairement le temps de réponse du système.
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Action int égrale L’ajout d’un terme int́egral dans la chaı̂ne directe augmente sa classe.
Par conśequent, la pŕecision est aḿeliorée : un syst̀eme stable et sans terme intégral,i. e.
de classe 0, voit son erreur statique annulée par l’ajout d’une action intégrale. En contre-
partie, la marge de phase est diminuée de90 deg par l’ajout d’une int́egration pure. En-
fin, un correcteur int́egral pŕesente le d́efaut de saturer facilement, si l’erreur ne devient
pas nulle. Il faut́eventuellement envisager l’ajout d’undispositif d’anti-saturation.

Action dérivée Dans le cas d’un système de classe supérieure ouégaleà 1, cette
action permet d’augmenter la bande passante ou de rendre le système plus stable,̀a
bande passantéegale. Un correcteur dérivé idéal n’est pas causal, donc pas physi-
quement ŕealisable. On lui substitue donc systématiquement un correcteur approché1,
comme nous le verrons par la suite. On parle alors defiltrage du terme d́erivé. Le terme
dérivéKpτds du correcteur est ainsi classiquement remplacé par l’approximation cau-
saleKp

τds

1+
τd
N

s
, avecN assez grand. La forme déduite de (7.1) par filtrage du terme dérivé

est diteforme standard du correcteurPID :

C(s) = Kp

(
1 +

1

τis
+

τds

1 + τd

N
s

)
, (7.2)

avecN > 5.

Actions combinées Les actions pŕećedentes sont ǵeńeralement combińees. Les cor-
recteurs les plus couramment rencontrés sont de typeproportionnel, proportionnel int́egral
(PI) ou retard de phase(PI approch́e),proportionnel d́erivé (PD) ouavance de phase
(PD approch́e) et enfinPID ouavance et retard de phase(PID approch́e).

Bienévidemment la complexification d’un correcteur rend plus difficile sa synthèse.
Les différentes ḿethodes que nous allons voir dans la suite de cette section ne sont bien
évidemment pas exhaustives, mais dressent néanmoins un bon aperçu.

7.2.3 Ad́equation correcteur/syst̀emeà asservir

Le choix du type de correcteur est géńeralement dict́e par sa facult́e à corriger les
lacunes du système asservi sans correcteur. Nous allons ainsiévoquer ici les diff́erentes
combinaisons correcteurs-systèmes permettant de réaliser des asservissements aux per-
formances satisfaisantes.

Correcteur à avance de phase (et correcteurPD)

Un correcteur̀a avance de phase a une fonction de transfert de la forme :

C(s) = Kp
1 + τds

1 + aτds
,

aveca < 1. Il peut être vu comme un correcteurPD approch́e, sia � 1 : l’action de
ce correcteur approche en effet celle d’un correcteurPD aux pulsations inf́erieuresà
ω = 1

aτd
, comme l’illustre la figure 7.2 page suivante.

1Les correcteurs ditsapproch́essont en fait des correcteurs construitsà partir d’un choix de p̂oles et
de źeros. Leur fonction de transfert diffère donc de la forme habituelle desPID. Ceci n’emp̂eche pas
que le choix des p̂oles et źeros les rendent proches de tel ou tel correcteurPID idéal.
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FIG. 7.2 – Correcteurs̀a avance de phase etPD idéal

L’int ér̂et d’un correcteur̀a avance de phase est préciśement d’ajouter de la phase au
syst̀eme en boucle ouverte, dans une certaine bande de fréquence. Ceci peut permettre
de rendre le système plus stable en augmentant sa marge de phase. Pour cette raison,
le correcteurà avance de phase se prête bienà la correction des systèmes peu stables,
comme les systèmes de classe supérieure ouégaleà un. On montre que l’avance de
phase maximale amenée par le correcteur vaut :

sinϕM =
1− a
1 + a

,

à la pulsation :

ωM =
1√
aτd

.

A titre d’exemple, un coefficienta = 0, 1 occasionne une avance de phase maximale
Mϕ = 54, 9 deg.

Correcteur PI (et correcteur à retard de phase)

Le correcteurPI a une fonction de transfert de la forme :

C(s) = Kp

(
1 +

1

τis

)
=
Kp(1 + τis)

τis
.

Ce correcteur possède une action intégrale.Il convient donc bien lorsque l’on souhaite
annuler l’erreur statique d’un système de classe0. Il s’agit du correcteur le plus utiliśe.
Contrairement au correcteurPD, il est toutà fait ŕealisable physiquement. En revanche,
du fait de son action intégrale, il pŕesente l’inconv́enient de saturer facilement l’entrée
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du syst̀eme. Il faut alors l’associer̀a un dispositif d’anti-saturation, constitué le plus
souvent d’un simpléecŕeteur.

Le correcteur̀a retard de phase, dual du correcteurà avance de phase, a pour fonction
de transfert :

C(s) = aKp
1 + τis

1 + aτis

aveca > 1. Il poss̀ede un comportement approchant celui duPI aux pulsations suṕe-
rieuresàω = 1

aτi
si a� 1, comme l’illustre la figure 7.3.

ω

ω

ϕm

20 log10 aKp

PI

PI
20 log10 Kp

−90

1
aτi

1
τi

ϕ(deg)

CdB

retard de phase

retard de phase

FIG. 7.3 – CorrecteursPI et retard de phase

Correcteur à avance et retard de phase (et correcteurPID)

D’après les paragraphes préćedents, on comprend qu’un correcteurà avance et retard
de phase approche un correcteurPID. Sa fonction de transfert est de la forme :

C(s) = Kp
1 + τds

1 + aτds︸ ︷︷ ︸
avance

1 + τis

1 + bτis︸ ︷︷ ︸
retard

,

aveca < 1 etb > 1. Ce correcteur est bieńevidemment plus ǵeńeral que les correcteurs
préćedents. Il a vocatioǹa corriger des systèmes plus d́elicatsà ŕegler. Il n’est cependant
pas ńecessaire d’utiliser ce type de correcteur si le cahier des charges peutêtre rempli
par un des correcteurs préćedemment́evoqúes.
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7.3 Méthodes harmoniques de synth̀ese de correcteur

7.3.1 CorrectionPI

On se pose tout d’abord le problème de ŕegler un correcteurPI de fonction de
transfert :

C(s) = Kp

(
1 +

1

τis

)
=
Kp(1 + τis)

τis
,

c’est-̀a-dire de choisir les valeurs des paramètresKp et τi. La méthode propośee utilise
le diagramme de Bode. On suppose que le système est de classe zéro et poss̀ede deux
pôles ŕeels2, assocíes aux constantes de tempsτ1 et τ2, avecτ1 � τ2. On choisit de
compenser le p̂ole dominant par le źero du correcteurPI, soitτi = τ1.

Le diagramme de Bode asymptotique du système corriǵe est repŕesent́e à la fi-
gure 7.4 page suivante. Une fois le pôle dominant compensé, il est alors int́eressant
de sṕecifier les contraintes du cahier des charges en terme de marge de phase désiŕee
Mϕ. On rep̀ere la pulsationωc à laquelle le système a pour phase−180 + Mϕ deg. Il
suffit alors d’ajuster le gainKp pour que le gain en dB de la boucle ouverte soit nulà la
pulsationωc, conforḿementà la figure 7.4 page ci-contre.

7.3.2 Correctionà avance de phase

On s’int́eresse maintenant au réglage d’un correcteur̀a avance de phase, toujours
dans le diagramme de Bode. Le correcteur a pour fonction de transfert :

C(s) = Kp
1 + τds

1 + aτds

aveca < 1. On suppose que le système est de classe 1 et possède un p̂ole ŕeel3, assocíe
à la constante de tempsτ1. La méthode pŕesent́ee impose que la contrainte de rapidité
du syst̀eme soit transforḿee en une contrainte de bande passante, si ce n’est pas déjà le
cas. Soitωc la bande passante désiŕee pour le système, le ŕeglage consistèa apporter le
maximum d’avance de phaseà cette pulsation. Ceci implique donc que :

ωM = ωc.

La contrainte de stabilité doit alorsêtre expriḿee en terme de marge de phase et l’on
choisit :

a =
1− sinMϕ

1 + sinMϕ

,

pour que l’avance de phase permette au système d’avoir la marge de phase désiŕee.
Enfin, on r̀egleKp pour que le gain en dB du système en boucle ouverte soit nulà la
pulsationωc. Cette ḿethode est illustŕeeà la figure 7.5 page 88.

2C’est ainsi le type de système pour lequel la correctionPI est adapt́ee, comme on l’a vu au para-
graphe 7.2.3 page 83.

3C’est l̀a encore le type de système pour lequel la correction est adaptée.
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FIG. 7.4 – Principe de la synthèse d’un correcteurPI par une ḿethode harmonique
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7.4 Méthode du lieu des racines

Comme on l’a vu au paragraphe 6.1, le lieu des racines est le lieu des pôles de
la fonction de transfert d’un système en boucle ferḿee, lorsque le gain de la chaı̂ne
directe varie. On peut bieńevidemment inclure un correcteurà cette châıne directe et
l’on obtient la figure 7.6. Ceci fournit donc une méthode de synth̀ese utilisable quel

���
���
���
���

+

−

Yr(s) E(s) Y (s)U(s)

H(s)

Kp CG(s)

FIG. 7.6 – Lieu des racines : interprétation avec correcteur

que soit le syst̀eme,à condition de savoir tracer son lieu des racines. Pour réaliser la
synth̀eseà proprement parler, il faut̂etre capable d’obtenir des pôles et źeros conf́erant
au syst̀eme le comportement dynamique souhaité dans le cahier des charges. Il s’agit
donc d’uneméthode de placement de pôles.

Le cas le plus simple est celui où l’on souhaite donner un comportement dynamique
similaireà celui d’un syst̀eme du second ordre. Selon le schéma de la figure 3.11 page 40,
les p̂oles d’un syst̀eme du second ordre se situentà l’intersection d’une demi-droite
définissant l’amortissement du système et d’un cercle d́efinissant sa pulsation naturelle.
On peut donc associer au lieu des racines des demi-droites de même amortissement
rayonnant depuis l’origine dans le demi-plan complexe gauche. De même, on peut tra-
cer dans ce demi-plan les demi-cercles centrés sur l’origine, de m̂eme pulsation natu-
relle. Enfin, pour un système du second ordre, on a montré que le temps de réponse
d’un syst̀eme posśedant une paire de pôle complexe peut̂etre approch́e par :tr = 3

ξωn
.

D’après la figure 3.11 page 40, les systèmes du second ordre de même temps de réponse
ont leurs p̂oles sur une m̂eme droite verticale car−ξωn est la partie ŕeelle d’une paire
de p̂oles complexes conjugués.

La correction consiste alorsà ajouter des p̂oles et des źeros au correcteur pour com-
penser ceux que l’on souhaite compenser et déformer le lieu pour obtenir un comporte-
ment de type second ordre, tout en remplissant le cahier des charges. Si l’on a compensé
tous les źeros et l’ensemble des pôles sauf deux (ou tous les pôles, auquel cas il faut en
rajouter deux au correcteur) on obtient un lieu dont la forme est semblableà celle du
lieu de la figure 7.7 page suivante.

Ceci étant tous les systèmes ne peuvent pasêtre transforḿes en un système du se-
cond ordre par compensations des pôles et źeros non d́esiŕes. Certaines compensations
doivent en effet̂etre évitées, car elles induisent des conséquences contraires̀a ce que
l’on souhaite. Notamment on ne compensera jamais un pôle à partie ŕeelle positive. En
effet :

s− (pi + ∆pi)

s− pi

= 1− ∆pi

s− pi

.

Ainsi, dans le cas òu le p̂ole compenśe està partie ŕeelle positive, un système imparfai-
tement compensé (erreur de mod̀ele par exemple) sera instable. Pour les mêmes raisons
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FIG. 7.7 – Synth̀ese dans le lieu des racines

on ne compense pas une paire de pôles tr̀es oscillants (p̂oles complexes conjugués tr̀es
proches de l’axe des imaginaires). Remarquons que les logiciels de simulation facilitent
grandement l’application de ce type de correction : l’outilrltool deMatlab est ainsi une
excellente interface pour appliquer la méthode des racines. Son utilisation sera illustrée
aussi bien en cours qu’en TP.

✐ Exemple

Le lieu repŕesent́e à la figure 7.8 est le lieu des racines de l’équation :

1 +
Kp

(1 + τ1s)(1 + τ2s)
= 0,

avecτ1 > τ2. Un tel lieu indique la position des pôles en boucle ferḿee d’un syst̀eme
du second ordre possédant deux p̂oles ŕeels en boucle ouverte, l’asservissementétant
réaliśe à l’aide d’un correcteur proportionnel dont le gainKp varie de0 à +∞. C’est
typiquement le cas du MCC asservi en vitesseà l’aide d’un correcteur proportionnel.

Le lieu comporte 2 branches, puisque le système est d’ordre deux. Les racines re-
cherch́ees sont ŕeelles avant le point de séparation d’affixe :

δ = −τ1 + τ2
2τ1τ2

pour :

Kp ≤
(
τ1 − τ2
2τ1τ2

)2

.
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À partir de cette valeur deKp, les branches quittent l’axe réel et font un angle de±π
2

avec l’horizontale. Tous les pôles qui se situent sur les branches complexes admettent
une partie ŕeelle ńegative,́egaleàδ, qui està la fois point d’intersection des asymptotes
et point de śeparation.
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FIG. 7.8 – Lieu des racines de1 + Kp

(1+τ1s)(1+τ2s)
= 0

Un tel syst̀eme est de classe 0 et possède donc une erreur statique non nulle. On envi-
sage de le corriger par un correcteurPI de façoǹa compenser le p̂ole électroḿecanique
lent du MCC tout en ajoutant l’effet intégral qui garantit une erreur statique nulle. La
fonction de transfert en boucle ouverte du système corriǵe en compensant le pôle domi-
nant est :

CGH(s) =
KpKG

s(1 + τ2s)
,

le correcteur ayant pour fonction de transfert

C(s) = Kp
1 + τ2s

s
.

Le lieu des racines du système corriǵe est alors le lieu des racines de l’équation :

1 +
KpKG

s(1 + τ1s)
= 0,

repŕesent́e à la figure 7.9 page suivante. Il est de forme semblable au lieu initial, si ce
n’est que ses propriét́es : valeur du point de séparation des branches infinies, points
de d́epart,etc. ont ét́e modifíes. On peut ŕegler le gain pour obtenir l’amortissement
souhait́e pour le syst̀eme comme cela est représent́e à la figure 7.9. On remarquera que
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FIG. 7.9 – Lieu des racines après correction
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le temps de ŕeponse le plus rapide est obtenu pour des pôles complexes (sinon un des
pôles est ŕeel et plus lent que la paire de pôles complexes), et qu’il ne dépend pas de
l’amortissement du système, qui peut̂etre choisi pour remplir le cahier des charges. Le
temps de ŕeponse ne peutêtre ŕegĺe inférieurà :

t5 % =
3

ξωn

= −3

δ
.

7.5 Méthodes empiriques de synth̀ese

Contrairement aux ḿethodes exposées dans les paragraphes préćedents, lesméthodes
de Ziegler-Nicholspermettent d’obtenir un correcteur de typePID sans connâıtre de
mod̀ele pŕecis de la dynamique du système. Les deux ḿethodes pŕesent́ees sont empi-
riques et se basent sur des essais. La première ŕesulte de la caractérisation de la ŕeponse
indicielle du syst̀eme. En effet une grande variét́e de syst̀emes ŕeels ont une ŕeponse
indicielle de la forme de celle présent́eeà la figure 7.10. Le système est ainsi assimilé à
un premier ordre de constante tempsτ , en retard detr :

Y (s)

U(s)
=
Ke−trs

1 + τs
.

t

K

y(t)

tr + τ

penteα = K
τ

tr

FIG. 7.10 – Caract́erisation de la ŕeponse indicielle d’après la ḿethode de Ziegler-
Nichols

La premìere ḿethode de Ziegler-Nichols se base sur ce modèle et permet d’obtenir
un amortissement proche de0, 2 avec les ŕeglages indiqúes au tableau 7.1 page suivante
pour un correcteurPID de fonction de transfertKp(1 + 1

τis
+ τds). Les valeurs des

param̀etres sont donńees en fonction de la penteα de la ŕeponse et du temps de retard
tr, identifiées au cours d’un essai.

La seconde ḿethode se base sur l’étude du ŕegime critique de la réponse harmo-
nique du syst̀eme en boucle ferḿee. On effectue l’asservissement du système avec re-
tour unitairèa l’aide d’un correcteur proportionnel réglable. Lorsque le gain augmente le
syst̀eme en boucle ferḿee devient moins stable. On note le gain critiqueKc qui conduit
à des oscillations entretenues, ainsi que la fréquencefc de ces oscillations. Alors, on
peut obtenir un correcteurPID en suivant les valeurs indiquées au tableau 7.2 page sui-
vante. Cette ḿethode assure théoriquement le m̂eme amortissement que préćedemment.
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coefficients du correcteur

type de correcteur Kp τi τd

P
1

αtr

PI
0, 9

αtr

tr
0, 3

PID
1, 2

αtr
2tr 0, 5tr

TAB . 7.1 – Coefficients du correcteur selon la première ḿethode de Ziegler-Nichols

coefficients du correcteur

type de correcteur Kp τi τd

P 0, 5Kc

PI 0, 45Kc
1

1, 2 fc

PID 0, 6Kc
1

2 fc

1

8 fc

TAB . 7.2 – Coefficients du correcteur selon la deuxième ḿethode de Ziegler-Nichols

7.6 Synth̀ese de correcteur par retour d’́etat

Le principe de la synth̀ese d’un correcteur par retour d’état consistèa effectuer une
contre-ŕeaction sur le vecteur d’état du syst̀eme pour ajuster le placement de ses pôles,à
l’image de ce qui áet́e fait dans le cas de la ḿethode du lieu des racines préćedemment.

7.6.1 D́etermination de la loi de commande

Le choix de la commande du système par le retour d’état d́efini par l’équation (5.13)
conduità la repŕesentation d’́etat (5.14), que l’on rappelle :

dx

dt
= (A−BK)x+BN̄yr,

y = (C −DK)x+DN̄yr.

L’ équation caractéristique associée s’́ecrit :

det (sI − (A−BK)) = 0. (7.3)

Il s’agit d’une équation polynomiale ens de degŕe n paraḿetŕee par lesn gainsK1,
K2, . . . , Kn. Pour choisir les p̂oles en boucle ferḿee p1, p2, . . . , pn, il faut que
l’ équation caractéristique (7.3) soit identifiablèa la forme factoriśee :

(s− p1)(s− p2) . . . (s− pn) = 0. (7.4)
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Théorème 7.1 (Commandabilit́e et retour d’état) Soit un syst̀eme lińeaire invariant.

Si le syst̀eme est commandable, alors il existe toujours un choix de gains permettant
de placer l’ensemble des pôles du syst̀eme par un retour d’́etat. Par ailleurs, dans le cas
d’un syst̀eme mono-entrée mono-sortie, ce choix est unique.

Ce th́eor̀eme sera admis, le lecteur curieux en trouvera la (longue) démonstration
par exemple dans [Ogata 01].

✐ Exemple

On consid̀ere le cas du MCC, dont on commande la vitesse. On rappelle que la
repŕesentation d’́etat du MCC est donńee par :

d

dt

(
x1

x2

)
=

(
− f

J
K
J

−K
L
−R

L

)(
x1

x2

)
+

(
0
1
L

)
u,

y =
(
1 0

)(x1

x2

)
.

en choisissantx1 = ω etx2 = i. On a donc :

sI − (A−BK) =

(
s 0
0 s

)
−
((
− f

J
K
J

−K
L
−R

L

)
−
(

0
1
L

)(
K1 K2

))
,

soit :

sI − (A−BK) =

(
s+ f

J
−K

J
K+K1

L
s+ R+K2

L

)
On en d́eduit l’équation caractéristique du MCC asservi par retour d’état en calculant le
déterminant desI − (A−BK). On obtient l’́equation caractéristique :

s2 +

(
f

J
+
R +K2

L

)
s+

f(R +K2) +K(K +K1)

LJ
= 0. (7.5)

Pour identifier les p̂oles du syst̀emeà la paire de p̂oles complexes conjugués d’un second
ordre pseudo-amorti :

p1,2 = −(ξ ± j
√

1− ξ2)ωn,

il faut donc identifier l’́equation caractéristique :

(s− p1)(s− p2) = 0 (7.6)

avec l’́equation (7.5). En d́eveloppant (7.6) on obtient :

s2 − (p1 + p2)s+ p1p2 = 0,

soit :
s2 + 2ξωns+ ω2

n = 0.

On en d́eduit le syst̀eme d’́equations :

f

J
+
R +K2

L
= 2ξωn,

f(R +K2) +K(K +K1)

LJ
= ω2

n,
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ce qui conduit aux gains du retour d’état :

K2 = L(2ξωn −
f

J
)−R,

K1 =
LJω2

n − f(R +K2)

K
−K.

Fin de l’exemple ❀❀

Dans le cas pŕećedent l’identification reste faisable analytiquement car le système
n’est pas d’ordre troṕelev́e. Toutefois, au delà du second ordre, la résolution devient
vite fastidieuse. Si l’on a modélisé dans sa forme canonique commandable, l’équation
d’état s’́ecrit :

dx

dt
=



0 1 0 . . . . . . . . . 0
0 0 1 0 . . . . . . 0
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
. . . . . . . . . . . . . . . . . . 0
0 0 . . . . . . . . . 0 1
−a0 −a1 . . . . . . . . . . . . −an−1


x+


0
0
. . .
. . .
1

u.

L’application du retour d’́etat (5.7) va conduirèa la matrice d’́evolution :

A−BK =



0 1 0 . . . . . . . . . 0
0 0 1 0 . . . . . . 0
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
. . . . . . . . . . . . . . . . . . 0
0 0 . . . . . . . . . 0 1

−a0 −K1 −a1 −K2 . . . . . . . . . . . . −an−1 −Kn


.

En calculantdet(sI − (A − BK)), on montre que l’́equation caractéristique associée
est :

sn + (an−1 +Kn)sn−1 + (an−2 +Kn−1)s
n−2 + . . . + a0 +K1 = 0. (7.7)

Si l’ équation caractéristique (7.4) refĺetant le choix des p̂oles s’́ecrit sous forme d́eve-
loppée :

sn + αn−1s
n−1 + αn−2s

n−2 + . . . + α0 = 0, (7.8)

alors, l’identification deśequations (7.7) et (7.8) permet d’obtenir les coefficients des
gains du retour d’́etat :

Kn = αn−1 − an−1,

Kn−1 = αn−2 − an−2,

. . .

K1 = α0 − a0.

Cette ŕesolution áet́e rendue possible par le fait que l’on dispose de la représentation
d’état du syst̀eme sous sa forme canonique commandable. Si le modèle du syst̀eme
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n’est pas sous cette forme, on prend soin de l’y mettre au préalable pour appliquer la
technique pŕećedente. Autrement dit, on recherche le changement de variablex = Pz
transformant le couple(A, B) en(Ac, Bc), sous forme canonique commandable. Une
fois obtenue la matrice de gainKc du retour d’́etatu = −Kcz, si l’on souhaite conserver
la repŕesentation d’́etat initiale, on transformera la matrice de gain pour déduire les gains
nécessaires̀a la commande du système dans sońetat initial :K = KcP

−1.

7.6.2 Formule d’Ackerman

La formule d’Ackermanpermet de d́eterminer la matrice de gain du retour d’état.
Elle se substitue ainsi aux troisétapeśevoqúees pŕećedemment :

– calcul du changement de variable pour mettre le système dans sa forme canonique
commandable ;

– calcul de la matrice de gain ;
– transformation de cette matrice pour appliquer le retour d’état dans la représentation

initiale.

Théorème 7.2 (Formule d’Ackerman) Soit un syst̀eme dont l’́evolution est caractérisée
par la paire(A, B). La matrice de commandabilité assocíee est not́eeCom.

Alors, la matrice de gain :

K =
(
0 0 . . . 0 1

)
Com−1Pα(A), (7.9)

où :
Pα(A) = An + αn−1A

n−1 + . . . + α0I

admet pour polyn̂ome caract́eristique :

sn + αn−1s
n−1 + αn−2s

n−2 + . . . + α0 = 0.

Le développement de l’équation caractéristique d́eduite de la dynamique désiŕee permet
de d́eterminer lesαi et d’appliquer la formule pour obtenir la matrice de gain.

L’int ér̂et pratique de cette formule està mettre en balance avec sa faible robustesse.
La validité de la formule peut en effetêtre misèa mal par un mauvais conditionnement
de la matrice de commandabilité du syst̀eme. Ainsi, pour un système d’ordréelev́e, la
formule d’Ackerman est inapplicable en raison de la précision nuḿerique ńecessaire.
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Annexe A

Compléments math́ematiques

A.1 Transformée de Laplace

Définition A.1 Soit f(t) un signal à temps continu. Latransforḿee de Laplace bi-
latéralede ce signal est d́efinie par :

FII(s) = LII{f(t)} =

∫ +∞

−∞
f(t)e−stdt.

Pour des signaux causaux, cette transformée est́egaleà la transforḿee de Laplace1 :

F (s) = L{f(t)} =

∫ +∞

0

f(t)e−stdt

si bien que l’on ne diff́erenciera pas ces deux transformées, sauf indication contraire.

Cette transforḿee est une fonction de la variable complexes appeĺeevariable de
Laplace. On noteras = σ+jω oùσ estω sont respectivement la partie réelle et la partie
imaginaire des. La transforḿee de Laplace est géńeralement d́efinie sur un demi-plan
complexe pour lequelσ ∈ ]σ0, +∞[. La valeurσ0 définissant la limite de convergence
est appeĺeeabscisse de convergencede la transforḿee de Laplace.

La plupart des transforḿees de Laplace des fonctionsélémentaires utiles sont données
dans l’un ou l’autre des ouvrages de référence [Ogata 01, Franklin 02, Kuo 03, Nise 04].
On se reportera, autant que possible,à ces tables de transformées, pouŕeviter tout calcul
inutile. Une br̀eve table de transforḿees est donńee en annexe B page 105.

✐ Exemple

On se propose de calculer la transformée de Laplace def(t) = e−at U(t). Pour cela il
faut tout d’abord́etablir les conditions d’existence de la transformée. Ǵeńeralement cela
consistèa établir les conditions de convergence absolue de l’intégrale ǵeńeraliśee. En-
suite, on d́etermine la valeur prise par cette transformée dans son intervalle de définition.

1Terme pŕeféŕe à transforḿee de Laplace monolatérale, plus pŕecis mais plus long.
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On a :

F (s) =

∫ +∞

0

e−ate−stdt, (A.1)

=

∫ +∞

0

e−ate−(σ+jω)tdt,

=

∫ +∞

0

e−(σ+a)te−jωtdt.

Onétudie la convergence en valeur absolue de l’intégrale :∫ +∞

0

|e−(σ+a)te−jωt|dt =

∫ +∞

0

|e−(σ+a)t||e−jωt|dt,

=

∫ +∞

0

|e−(σ+a)t|dt,

=

∫ +∞

0

e−(σ+a)tdt,

=

[
−e

−(σ+a)t

σ + 1

]t→+∞

t=0

.

La transforḿee converge en valeur absolue, donc converge, si et seulement siσ + a > 0,
donc si et seulement siσ > σ0 = −a.

D’après (A.1) :

F (s) =

∫ +∞

0

e−(s+a)tdt.

L’expression deF (s) est donc donńee par :

F (s) =

[
−e

−(s+a)t

s+ a

]t→+∞

t=0

=
1

s+ a
.

On en d́eduit que :

F (s) = L{f(t)} =
1

s+ a

pour touts = σ + jω si et seulement siσ > −a.

Fin de l’exemple ❀❀

Propri étés

Soit deux signauxf(t) etg(t) de transforḿees de Laplace respectivesF (s) etG(s).
Les principales propriét́es de la transforḿee de Laplace sont rappelées dans le tableau A.1 page
suivante. Leur d́emonstration est laissée au lecteur.
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linéarit́e L{f(t) + αg(t)} = F (s) + αG(s), ∀α ∈ R

changement d’échelle L
{
f

(
t

α

)}
= αF (αs), ∀α ∈ R

retard L{f(t− τ)} = e−τsF (s), ∀τ ∈ R

dérivation ent L
{
df(t)

dt

}
= sF (s)− f(0)

dérivation ens
dF (s)

ds
= L{−tf(t)}

intégration L
{∫ t

0

f(τ)dτ

}
=
F (s)

s

théor̀eme de lavaleur initiale lim
t→0

f(t) = lim
s→+∞

sF (s)

théor̀eme de la valeur finale lim
t→∞

f(t) = lim
s→0

sF (s)

produit de convolution L{f(t) ∗ g(t)} = F (s) G(s)

produit L{f(t) g(t)} =
1

2πj
F (s) ∗G(s)

TAB . A.1 – Propríet́es de la transforḿee de Laplace

Transformée de Laplace inverse

Définition A.2 SoitF (s) la transforḿee de Laplace d’un signalà temps continuf(t).
La transforḿee de Laplace inverse deF (s) s’écrit :

f(t) = L−1{F (s)} =
1

2πj

∮
Γ

F (s)estds.

Il s’agit de l’intégrale d’une fonction complexe sur un contour de BromwichΓ en-
veloppant toutes les singularités de la fonctionF (s), en particulier les racines du
dénominateur.

Ceci est illustŕe à la figure A.1 page suivante avec un contourΓ englobant deux singu-
larités sitúees sur l’axe imaginaire.

La définition pŕećedente est peu utile en pratique. Son application directe consisteà
déterminer l’int́egraleà l’aide du th́eor̀eme des ŕesidus. En ǵeńeral, on pŕefère d́eduire la
transforḿee de Laplace inverse de tables de conversion. Comme on peut aisément le de-
viner la transforḿee de Laplace inverse est linéaire. Ainsi, si ńecessaire, on décomposera
au pŕealable la transforḿee de Laplace eńeléments simples pour retomber sur une com-
binaison des transforḿeesélémentaires pŕesentes dans les tables.
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singularit́es de la transforḿee

−∞←

Γ

contour de BromwichΓ

Axe réel

Axe imaginaire

FIG. A.1 – Contour de Bromwich et singularités de la transforḿee de Laplace

A.2 Transformée de Fourier

Définition A.3 La transforḿee de Fourierd’un signalf(t) est d́efinie par :

F (jω) = F{f(t)} =

∫ +∞

−∞
f(t)e−jωtdt.

Pour un signal causal, cette transformée s’́ecrit :

F (jω) =

∫ +∞

0

f(t)e−jωtdt.

Ainsi, la transforḿee de Fourier est un cas particulier de la transformée de Laplace
bilatérale, pours = jω et un cas particulier de la transformée de Laplace si le signal
est causal. Le module de la transformée de Fourier d’un signal est appelé spectrede ce
signal. Son analyse donne des informations sur les composantes harmoniques présentes
dans le signal.

Définition A.4 La transforḿee de Fourier inverse vaut :

f(t) = F−1{F (jω)} =
1

2π

∫ +∞

−∞
F (jω)ejωtdω.



Annexe B

Table de transformées

f(t) F (s)

δ(t) 1

δ(t− T ) e−Ts

δT =
+∞∑
k=0

δ(t− kT )
1

1− e−Ts

U(t)
1

s

t U(t)
1

s2

tn

n!
U(t)

1

sn

e−at U(t)
1

s+ a

te−at U(t)
1

(s+ a)2

(1− e−at) U(t)
1

s(s+ a)

sin(ωt) U(t)
ω

s2 + ω2

cos(ωt) U(t)
s

s2 + ω2

e−at sin(ωt) U(t)
ω

(s+ a)2 + ω2

TAB . B.1 – Table des principales transformées





Annexe C

Correspondance des termes en anglais

bande passante :bandwidth
bloqueur d’ordre źero : zero order holder

coefficient d’amortissement :damping ratio
contre-ŕeaction : feedback

dépassement : overshoot
emballement du terme intégral : integral wind-up

entŕee : input
filtre anti-repliement : antialiasing filter

gain : gain
invariant (en temps) : time invariant

lieu des racines : root locus
linéaire invariant (en temps) :linear time invariant (LTI)

pulsation amortie : damped frequency
pulsation naturelle : conditional frequency ou natural frequency

pulsation propre non amortie :natural (undamped) frequency
régime permanent : steady state
régime transitoire : transient response

repliement de spectre :aliasing
réponse impulsionnelle : impulse response

réponse indicielle : step response
sortie : output

syst̀eme asservi : feedback system
syst̀eme avec contre-réaction : feedback system

temps de montée : rise time
temps de ŕeponse : settling time





Annexe D

Initiation à Matlab

Cette annexe présente une d́ecouverte deMatlab par l’exemple, en complément du
cours de l’ENSPS d́edíe à ce logiciel.

D.1 Principes deMatlab

Matlab est l’outil de CACSD (✈Computer Aided Control Systems Design = Concep-
tion de Syst̀emes Asservis Assistée par Ordinateur) de référence. Il offre des possibilités
avanćees de ŕesolution de problèmes d’Automatique, que ce soit en matière d’identifi-
cation ou de commande. Il permet, de manière plus ǵeńerale, de ŕesoudre une grande
diversit́e de probl̀emes de simulation, dans des domaines aussi variés que le traitement
du signal, les statistiques ou la vision, pour ne citer que quelques exemples. L’appren-
tissage deMatlab se fera en s’appuyant sur l’étude d’un moteur̀a courant continu.

D.2 Utilisation de la Control Toolbox

D.2.1 Généralit és

La bôıte à outils d́edíeeà la commande (Control Toolbox) permet de disposer de
nombreux outils d’analyse pour l’automatique. Les systèmes sont mod́elisés en interne
par une repŕesentatiońequivalente que le système aitét́e d́efini par sa fonction de trans-
fert ou par sa représentation d’́etat.

Définition du syst̀eme par sa fonction de transfert soit le syst̀eme d́ecrit par :

G(s) =
2s+ 1

s2 + 2s+ 1
= 2

s+ 1/2

(s+ 1)2
,

où s désigne la variable de Laplace.
A l’aide deMatlab, il s’écrit alternativement :

>>F=tf([2 1],[1 2 1]) , (nuḿerateur et d́enominateur de la fonction de trans-
fert)
ou
>>F=zpk([-1/2],[-1 -1],2) (zéros, p̂oles et gain de la fonction de trans-
fert)
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Pour constituer un systèmeà l’aide de diff́erents sous-systèmes on peut effectuer
diff érentes oṕerations. SoitG1etG2 les repŕesentations des deux systèmes. Les combi-
naisons de base sont :

>>G1*G2 calcule le syst̀emeéquivalent̀aG1en śerie avecG2
>>G1+G2 calcule le syst̀emeéquivalent̀aG1en parall̀ele avecG2
>>feedback(G1,G2) calcule le syst̀emeéquivalent̀aG1boucĺe parG2

A partir de l’une ou l’autre de ces représentations, on peut obtenir diverses informa-
tions, dont certaines sont indiquées ci-dessous. SiS est une repŕesentation de système
alors :

>>pole(G) donne les p̂oles du syst̀eme
>>step(G) trace la ŕeponse indicielle
>>impulse(G) trace la ŕeponse impulsionnelle
>>bode(G) trace le diagramme de Bode
>>nyquist(G) trace le diagramme de Nyquist
>>nichols(G) trace le diagramme de Black-Nichols
>>rlocus(G) trace le lieu d’Evans
>>rlocfind(G) donne les valeurs des pôles et du

gain correspondant sur le lieu d’Evans
>>damp(G) donne les p̂oles, les pulsations propres et l’amortissement
>>pzmap(G) place les p̂oles et les źeros dans le plan complexe

D.2.2 Exemple

Modélisation du syst̀eme

On rappelle ici la mod́elisation duMCC [Louis 02] qui seráetudíe pour illustrer les
concepts fondamentaux de laControl Toolbox deMatlab. On rappelle que la fonction
de transfert reliant la vitesse de rotation du rotorà la tension appliqúee auMCC s’écrit :

G(s) =
Ω(s)

U(s)
=

KG

(1 + τels)(1 + τems)
,

avec :

KG =
K

Rf +K2
gain statique du système,

τem =
RJ

Rf +K2
constante de tempśelectroḿecanique,

et τel =
L

R
constante de tempśelectrique.

On rappelle que, dans ce modèle,R est la ŕesistance de l’induit du moteur,L son
inductance ;f est le coefficient de frottement visqueux etJ le moment d’inertie du
rotor ;K est le rapport couple-courant (supposé égal au rapport forcéelectromotrice-
vitesse de rotation).
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Représentation d’́etat

On souhaite maintenant représenter l’́evolution du syst̀eme par une représentation
d’état sous la forme :

dx

dt
= Ax+Bu

y = Cx+Du.

L’entrée de commande est la tension d’induitu et la sortie la vitesse de rotation du rotor
y = ω. Le syst̀eme est d’ordre deux. Il existe une infinité de choix pour le vecteur d’état.

Premier choix de variables d’́etat On fait le choix :

x =

(
x1

x2

)
avecx1 = ω et x2 = i.

On a alors la représentation d’́etat :

dx

dt
=

(
− f

J
K
J

−K
L
−R

L

)
x+

(
0
1
L

)
u,

y =
(
1 0

)
x.

Deuxième choix de variables d’́etat En posant :

x =

(
x1

x2

)
avecx1 = ω et x2 =

dω

dt
.

On a maintenant la représentation d’́etat :

dx

dt
=

(
0 1

−Rf+K2

LJ
−RJ+Lf

LJ
.

)
x+

(
0
K
LJ

)
u,

y =
(
1 0

)
x.

Prise en main deMatlab

Pour la mise au point d’un programme ou des calculs très ponctuels, vous pouvez
taper vos instructions sur la ligne de commande. Néanmoins :

A RETENIR – Dès que l’on a une śequence d’instructions a
exécuter, on a tout intérêt à les regrouper sous forme d’un fichier

script (fichier *.m).

Si un fichier a l’extension.m (par exemplenomFichier.m ), alors il sera ex́ecut́e
en tapant son nom (>>nomFichier ) sur la ligne de commande.
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1. Créer un script qui comporte les différentes oṕerations d́etaillées ci-dessous Pour
cela on peut utiliser l’́editeur deMatlab (>>edit ). Des commentaires peuvent
être introduits̀a l’aide du symbole%. Définir les diverses constantes du problème
(dans un script nomḿe calculconstantesmmc.m par exemple). Les valeurs nu-
mériques choisies correspondentà unMCC un Maxon F 2260, nuḿero 885 (pour
plus de d́etails, voir http ://www.maxonmotor.com) :

R = 1, 44 Ω
L = 5, 6 10−4 H
J = 1, 29 10−4 kg.m2

f = 7, 19 10−5 N.s.m−1

K = 0, 10 N.m.A−1

2. Calculer le gainKG et les constantes de tempsélectriqueτel et électroḿecanique
τem du MCC. Définir alors la fonction de transfert duMCC (pour cela on appelle
NumetDen le nuḿerateur et le d́enominateur de la fonction de transfert).

3. Par la fonction appropriée, calculer les p̂oles de cette fonction de transfert. Vérifier
que ces p̂oles valent−τ−1

el et−τ−1
em .

4. Créer une figure (avec la fonctionfigure ) et la diviser en deux sous-tracés (avec
la fonctionsubplot ). Dans le premier, tracer la réponse indicielle duMCC à un
échelon unitaire de tension. A l’aide de la souris, observer les caractéristiques
accessibles du tracé (clic droit puis rel̂acher pour les caractéristiques, pointer la
courbe et clic gauche puis rester appuyé pour les valeurs). Dans la seconde sous-
figure, tracer le diagramme de Bode duMCC. Analyser les diff́erents traćes.

5. L’asservissement de vitesse du MCC est défini à la figure 5. Il comporte un cor-
recteur proportionnel de gainKp = 10. Par ailleurs, la fonction de transfert du
capteur de vitesse est assimilée à un gain pur. Sa sortie valant10 V pour une
vitesse de rotation de3000 tours/min on a :Kω = 3, 18 10−2 V.s.

+

−

Kω

G(s)Kp

Yr(s) Ω(s)E(s) U(s)

Y (s)

FIG. D.1 – Sch́ema de l’asservissement de vitesse duMCC

Sur une m̂eme figure, tracer les réponses indicielles du système en boucle ouverte
et en boucle ferḿee.

6. Tracer les diagrammes de Bode, Black et Nyquist du système en boucle ouverte
sur trois figures diff́erentes (avec toujoursKp = 10). Identifier les marges de
stabilit́e du syst̀eme sur ces tracés.

7. En utilisant une boucle (>>help for ), tracer sur un m̂eme graphe les réponses
indicielles du syst̀eme en boucle ferḿee pour les valeurs deKp égales̀a10, 100 et
1000. Vérifier la coh́erence de ces réponses avec les marges de stabilité relev́eesà
la question pŕećedente.
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8. Tracer le lieu d’Evans du système et v́erifier les ŕesultats pŕećedents.

9. Réécrire le mod̀ele en utilisant sa représentation d’́etat. IciD = 0 (>>help ss ).

10. Vérifier que les p̂oles obtenus correspondent (. . .à ceux du système en boucle
ouverte).

D.3 Utilisation de Simulink

Simulink est une autre boı̂te à outils deMatlab qui permet de faire des simulations
de syst̀emes d́efinisà l’aide d’un outil graphique. On se propose ici d’utiliserSimulink
pour d́efinir l’asservissement en vitesse du moteurà courant continu. On pourra ainsi
visualiser notamment les réponses du systèmeà différents types d’entrées.

Pour lancerSimulink, on peut soit utiliser les menus disponibles, soit taper sur la
ligne de commande>>simulink . Pour cŕeer un nouveau modèle Simulink choisir
Newdans le menuFile , puisModel . Une feuille de travail apparaı̂t, sur laquelle on
va pouvoir d́efinir graphiquement notre système. Les diff́erents outils disponibles seront
trouvés dans les menus correspondants : sources, visualisation, automatique continue,
automatique discrète, fonctions math́ematiques, fonctions et tables, automatique non-
linéaire, signaux et systèmes. De par sa nature graphiqueSimulink peut ête aiśement
découvert intuitivement. Cet outil utilise la technique dedrag and drop(sélectionner
et faire glisser). Il est facile de positionner leséléments ńecessaires dans la fenêtre du
mod̀ele. Ensuite, on relie ceśeléments entre eux pour constituer le modèle. Chaque
élément poss̀ede une description etéventuellement des paramètres qui peuvent̂etre mo-
difiés. Pour y acćeder double-cliquer sur uńelément.

Par exemple si on veut visualiser le signal d’un géńerateur sinusöıdal, on utilise
la source correspondante (menuSources ) et un oscilloscope (menuSinks ). On
connecte ensuite ces deuxéléments en attrapant la sortie du géńerateur et amenant la
souris enfonćee sur l’entŕee de l’oscilloscope. La simulation est jouée en cliquant sur
Run, dans le menuSimulation . La encore, on peut définir l’ensemble de la simula-
tion à l’aide d’un script. En effet,Simulink partage les variables de l’espace de travail
Matlab (variables globales). On peut ainsi définir le mod̀ele Simulink à l’aide de va-
riables dont les valeurs sont définies dans un script. On peut jouer la simulation depuis la
ligne de commande (donc lancer cette simulation depuis un script). Ainsi sur l’exemple
préćedent, on obtient le modèle et le script ci-après.

{\scriptsize
% visualisation d’un signal sinuso ı̈dal d’amplitude 1.5, de
% fr équence 1 Hz, sur un horizon de 5 s.
% le modèle simul é porte le nom exempleMinimum.mdl

Tsimu=5
Xmax=1.5
f=1
sim(’exempleMinimum’)
}

Selon cette ḿethode, on ŕepondra aux questions suivantes, dont certaines reprennent
largement l’́etude effectúee pour la prise en main de laControl Toolbox. Néanmoins il
est conseilĺe de cŕeer un nouveau script.
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FIG. D.2 – Simulation d’une sinusoı̈de avec les diff́erents param̀etres – mod̀ele exem-
pleMinimum.mdl
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1. A l’aide deSimulink créer le mod̀ele de l’asservissement de vitesse vu dans la par-
tie D.2.2. On parcourra pour cela les menus deSimulink pour trouver leśeléments
nécessaires. En particulier le bloc fonction de transfert, nomméTransfer Fcn
sera trouv́e dans le menuContinous . Les constantes, tout comme les numérateur
et d́enominateur de la fonction de transfert seront définis dans un script qui pilo-
tera les simulations,̀a l’image de l’exemple vu préćedemment.

2. Sur une m̂eme figure, tracer la consigne et la réponse indicielle du système en
boucle ouverte. Le tracé sera fait sur un horizon de temps judicieusement choisi.

Note : on peut envoyer̀a un oscilloscope autant de signaux que l’on veut. Par
exemple, si l’on souhaite afficher deux signaux différents il faut utiliser un multi-
plexeur (Mux dans le menuSignals and Systems ) pour les mettre sur une
même ligne.

3. Définir le syst̀eme en boucle ferḿee selon le sch́ema de la figure 5 avecKp = 100.
Sur une m̂eme figure, tracer la consigne et la réponse indicielle du système en
boucle ferḿee.

4. Définir le syst̀eme par sa représentation d’́etat (menu Continous ,
State-Space ) et reprendre les question préćedentes.
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Une correction possible pour les questions de la partie D.2 est donnée ci-apr̀es :

% Prise en main de Matlab/Control Toolbox

% Ferme toutes les fen êtres et initialise toutes variables
close all
clear all

% 1-
% D́efinition des constantes du mod èle du mcc

R=1.44;
L=5.6e-4;
J=1.29e-4;
f=7.2e-5;
K=0.10;

% 2-
% Calcul de Kg, Te et Tem

disp(’********* Fonction de transfert du mcc *********’)

Kg=K/(R*f+Kˆ2)
Tel=L/R
Tem=R*J/(R*f+Kˆ2)

%
% D́efinition de la fonction de transfert du mcc
Num=Kg;
Den=conv([Tem 1],[Tel 1]);
G=tf(Num,Den)

% Autre d éfinition de la fonction de transfert du mcc
% G1=tf(1,[Tel 1])
% G2=tf(1,[Tem 1])
% G=Kg*G1*G2

% 3-
% Calcul des p ôles du mcc

disp(’********* P ôles du syst ème *********’)
P=pole(G)

if norm(P+[inv(Tel); inv(Tem)])<(2*eps)
disp(’********* R ésultat exact : P1=-1/Tel et P2=-1/Tem *********’)
else
disp(’********* Probleme ? *********’)
end

% 4-
% Ŕeponse indicielle et diagramme de Bode du mcc

% crée une figure
figure(1)
% d́ecoupe la figure : deux sous-figures (1 ligne, 2 colonnes)
% et se positionne sur la premi ère sous-figure
subplot(1,2,1)
% grille associ ée au trac é
grid on
step(G)
% se positionne sur la deuxi ème sous-figure
subplot(1,2,2)
% grille associ ée
grid on
bode(G)

% 5-
% Ŕeponse indicielle du syst ème en boucle ferm ée
% avec correction proportionnelle

% nouvelles constantes li ées à l’asservissement
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Kp=10;
Kw=3.18e-2;

% crée une nouvelle figure
figure(2)
Fbo=Kp*G*Kw;
Fbf=feedback(Kp*G,Kw);
step(Fbo,’r’,Fbf,’b’)

% 6-
% Diagrammes de Bode, Black et Nyquist
% du syst ème en boucle ouverte

valeurs_Kp=[10 100 1000];

% crée une figure
figure(3)
subplot(1,3,1)
for i = 1:size(valeurs_Kp,2),
Kp=valeurs_Kp(i);
Fbo=Kp*G*Kw;
bode(Fbo)
hold on
end

subplot(1,3,2)
for i = 1:size(valeurs_Kp,2),
Kp=valeurs_Kp(i);
Fbo=Kp*G*Kw;
nichols(Fbo)
hold on
end

subplot(1,3,3)
for i = 1:size(valeurs_Kp,2),
Kp=valeurs_Kp(i);
Fbo=Kp*G*Kw;
nyquist(Fbo)
hold on
end

% 7-
% Ŕeponse indicielle du syst ème en
% boucle ferm ée avec correction proportionnelle

valeurs_Kp=[10 100 1000];

% crée une figure
figure(4)
disp(’********* Correction proportionnelle du syst ème *********’)
for i = 1:size(valeurs_Kp,2),
Kp=valeurs_Kp(i)
Fbf=Kw*feedback(Kp*G,Kw)
step(Fbf,Tem)
hold on
end

% 8-10 non corrig ées
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Une correction possible pour les questions de la partie D.3 est donnée ci-apr̀es :

% Prise en main de Matlab/Simulink

% Ferme toutes les fen êtres et initialise toutes variables
close all
clear all

% 1-
% D́efinition des constantes du mod èle du mcc

R=1.44;
L=5.6e-4;
J=1.29e-4;
f=7.2e-5;
K=0.10;

% Calcul de Kg, Tel et Tem

Kg=K/(R*f+Kˆ2);
Tel=L/R;
Tem=R*J/(R*f+Kˆ2);

%
% D́efinition des num érateur et d énominateur de la fonction de transfert du mcc
Num=Kg;
Den=conv([Tem 1],[Tel 1]);

% 2-
% Ŕeponse indicielle du syst ème en boucle ouverte
Tsimu=0.2;
Uref=1;
sim(’transfertBO’)

% 3- Réponse indicielle du syst ème en boucle ferm ée
Kp=100;
Kw=3.18e-2;
Tsimu=Tsimu/20;
sim(’transfertBF’)

% 4- non corrig ée
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de Bode, 37
de Nyquist, 37

dualit́e stabilit́e-pŕecision, 79

écart, 57
échelon unit́e, 29
entŕee,1, 56
équation

caract́eristique, 59
de mesure, 14
diff érentielle, 13
diff érentielle, ODE, 13
dynamique, 14

équilibre
asymptotiquement stable, 51
instable, 51
simplement stable, 51

erreur,57, 77, 78
de position, 78
de vitesse, 78
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statique, 78
état,14

d’équilibre, 49

filtrage du terme d́erivé, 83
fonction de transfert,16, 58

en boucle ferḿee, 58
en boucle ouverte, 58

forme
canonique commandable, 24
modale, 22
réduite de Jordan, 23

formule d’Ackerman, 97

gain, 37
en dB, 38, 41
statique,19, 31

grandeur
de consigne, 57
régĺee, 57

identification, 2
impulsion de Dirac, 28

lieu
d’Evans,70
de Nyquist, 64
des racines,70, 73

méthode
de placement de pôles, 89, 94
de Ziegler-Nichols, 93

marge
de gain, 70
de phase, 70
de stabilit́e, 70

marges
de stabilit́e, 69, 70

Matlab,109
matrice

d’état, 14
d’évolution, 14
d’entŕee, 14
d’observation, 14
de commande, 14
de transition, 25
de transmission directe, 14

matrice d’́etat
forme compagne horizontale, 24

mesure, 56, 57
mod́elisation, 2

observabilit́e, 48
observable

compl̀etement, 48
ordre, 13

pôle,19
dominant, 44

perturbation, 57
point critique, 37, 64
précision, 79, 81

dynamique, 78
statique, 78

principe
de causalit́e, 12
de superposition, 12

proćed́e, 58
pseudo-oscillations, 33
pulsation

amortie, 33
de coupure, 38
naturelle, 31
propre non amortie, 31
pseudo-pulsation, 33

référence, 56
régime

libre, 14
permanent,31, 78
permanent sinusoı̈dal, 36
transitoire, 31

réponse
aṕeriodique, 33
forcée, 26
harmonique,36, 38
impulsionnelle, 28
indicielle, 29
libre, 25
temporelle, 14

résonance, 41
rapidit́e, 81
repŕesentation

d’état,14
externe, 14
interne, 14

retour d’́etat, 60
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sch́ema bloc, 57
signal causal, 12, 101, 104
sortie, 57
spectre d’un signal, 104
stabilit́e, 49,49, 52, 79, 81

au sens large, 52
au sens strict, 52
BIBO, 51, 52
entŕee borńee-sortie borńee, 52

synth̀ese d’un correcteur, 81
syst̀eme,1

à temps continu, 2
à temps discret, 2
à minimum de phase, 68
à non minimum de phase, 68
asservi, 1
boucĺe, 56
causal, 12
commandable, 46
du premier ordre,30
du second ordre,31
dynamique, 1
invariant, 12
lent, 29
linéaire, 12
linéaire invariant, 13
LTI, 13
observable, 48
physiquement ŕealisable, 12
rapide, 29
sans retard, 18
stable, 49, 52
strictement propre, 14

syst̀emes
monovariables, 2

temps
de mont́ee, 29
de ŕeponse, 29

traduction anglaise, 107
transforḿee

de Fourier,104
transforḿee de Fourier,104

inverse, 104
transforḿee de Laplace, 16,16, 101,101

bilatérale, 101
inverse, 103
monolat́erale, 101

tables, 101, 105
transmittance, 17

valeur
finale, 29
initiale, 103

variable de Laplace, 16, 101
vecteur

d’état, 14

zéros, 19


