Ecole Nationale Sugrieure de Physique de Strasbourg E !l

Sysemes et Asservissements
a temps continu

Bernard BAYLE, ann ée 2005-2006






Table des materes

Introduction 1
1 Introduction a I’Automatique 1
1.1 Notionde sygime etde systme asservi . . . . . ... ... ... ... 1
1.2 Mocklisation, analyse et commandedunsgyse . . . . ... .. ... 2
1.3 Objectifsetcadrededtude . ... ... ... ... ... ........ 2
1.3.1 Objectifs . . . . ... . . 2
1.3.2 Mise en ceuvre analogique ou rarlque? . . . .. ... ... 2
1.3.3 Commande ligaire ou non ligaire . . . . .. ... ...... 3
2 Modeélisation 5
2.1 Mise erequation d’'un sys&tme physique . . . . . .. .. .. ... ... 5
2.1.1 Premier exemple : motearcourant continu . . . . . ... ... 5
2.1.2 Deuxéme exemple:suspension . . ... ...........d
2.1.3 Troiseme exemple :agulateurde niveau . . . .. .. .. ... 8
2.1.4 Quateme exempleé&changeur thermique . ... .. .. .. 10
2.2 Propretes des sysimesatempscontinu . . . . ... ... 12
2.3 Repesentations temporellesdesgyses . . . . ... ... ... ... 13
2.3.1 Repesentation externe par uaquation diferentielle . . . . . . 13
2.3.2 Repesentation détatdusysime . . . . . ... ... ... ... 14
2.4 Repésentation par fonctionde transfert . . . .. ... ... ... .. 16
2.4.1 Transforreedelaplace . ... ... ............. 16
2.4.2 Fonctiondetransfert . . . ... ... ... ... ....... 16
2.5 Correspondance entre repentation dtat et fonction de transfert . . .20
2.5.1 Passage de la régentation dtata la fonction de transfert . . 20
2.5.2 Passage de la fonction de transhde repésentation dtat . . 22
3 Réponses des sysinesa temps continu 25
3.1 Reponse temporelle des systesa temps continu . . . . .. ... ... 25
3.1.1 Calcul de laéponse de la repsentation détat . . . . . . . .. 25
3.1.2 Calcul de lagponse partir de sa repssentation externe . . . .28
3.1.3 Reponse impulsionnelle eéponse indicielle . . . . ... ... 28
3.1.4 Reponse temporelle des systeselementaires . . . . . . . .. 29
3.2 Réponse harmonique des Ssiesa temps continu . . . . . ... ... 36

3.2.1 Repesentations et caraetisation de lagponse harmonique . .36



Table des matieres

3.2.2 Reponse harmonique des ®siestlementaires . . . . . . . .. 38
3.3 Simplification d'un sygimecontinu . . . . ... ... ... ... ... 41
Analyse des systmesa temps continu 46
4.1 Commandabil@ et observabileg . . . . . . ... ... ... ...... 46
4.1.1 Commandabikt . ... .. ... ... ... . ...... 46
412 Observabilég . .. .. ... .. ... ... ... ... ... 48
42 Stabilie . . . . .. 49
4.2.1 Stabilieinterne . . .. ... .. .. ... . o 49
422 StabilieBIBO . .. .. .. ... ... ..o 51
Syskmes asservig temps continu 56
5.1 Lesdiferentstypes d’asservissement. . . . .. .. .. ... .... 56
5.2 Asservissementclassique . . . . . ... 57
5.2.1 Sckmadunsysmeasservi. .. .. .. ... ... ... ... 57
5.2.2 Expression de lafonctiondetransfert . . .. ... ... ... 58
5.3 Asservissementparretouetht . . . .. ... ... L. 60
5.3.1 Sckma d'un systme asservi par retour@at . . . . . ... .. 60
5.3.2 Expression de la regsentation dtat du systme corrig¢ . . . . 60
Analyse des systmes asservig temps continu 64
6.1 Stabilie . . . . ... 64
6.1.1 CritredeNyquist . . . .. ... ... ... ... .. ... 64
6.1.2 Critredurevers . . .. ... ... ... 68
6.1.3 Margesdestabiit . . . .. ... ... ... ... ....... 69
6.1.4 Lieudesracines. . . . . . . . . . . . 70
6.2 PECISION . . . . .. 77
6.2.1 Expressiondelerreur . ... ... ... ... ... ... .. 7
6.2.2 Pecision statique et pcision dynamique . . . . .. .. .. .. 78
6.2.3 Expression@réraledelerreur . . ... .. ... ... .... 78
6.2.4 Dualie stabilie-pecision . . . ... ... 79
6.2.5 Influence des perturbations . . . . .. ... ... ... .... 79
Commande des syg&tmesa temps continu 81
7.1 Cahierdescharges . ... . ... .. . . ... .., 81
7.2 Correcteur®ID . . . . . .. e 82
7.2.1 CorrecteurPIDal . ... ... ... ... ... .. ...... 82
7.2.2 Prop@tes des actions proportionnelle,égrale et érivee . . . 82
7.2.3 Acequation correcteur/syshea asservir . . . . ... ... .. 83
7.3 Méthodes harmoniques de sy&sle de correcteur . . . . . . .. ... 86
7.3.1 CorrectionPl . . . . . . . .. 86
7.3.2 Correctiormavancedephase . . . .. ... ... ....... 86
7.4 Meéthodedulieudesracines . ... ... ... ............ 89
7.5 Meéthodes empiriquesdesyae . .. ... ... ... ........ 93
7.6 Syntlkese de correcteur parretouétht . . . . ... ... 94
7.6.1 D[etermination de laloide commande . ... ... ... ... 94
7.6.2 Formuled’Ackerman . . .. .. ... ............. 97



Table des materes iii

Annexes 99

A Compléments mattematiques 101

A.l Transforneedelaplace. . . .. ... .. .. ... ... ....... 101

A.2 Transforneede Fourier . . . . . . . . .. ... .. ... .. ..., 104

B Table de transformées 105
C Correspondance des termes en anglais 107

D Initiation a Matlab 109

D.1 PrincipesddMatlab. . . . . . ... .. ... o 109

D.2 Utilisation de laControl Toolbox . . . . . ... .. ... ... .. .. 109

D.21 Geréralites . . . . . . . . . . 109

D.22 Exemple . ... .. . . . . ... 110

D.3 UtilisationdeSimulink . . . . . ... .. ... .. ... ........ 113

Bibliographie 119






Chapitre 1

Introduction a I’Automatique

1.1 Notion de systme et de systme asservi

Le motsysemefait réferenceetymologiquemend un ensemble orga@sEn Auto-
matique, on éfinit unsyseéme dynamiqueen consiérant un proece de nature quel-
conque (physique, biologiqguéconomique, ...) quévolue sous l'action @&ntréeset
dont I'évolution est caraétise par sesorties

On appelleasservissemerd’'un syséme le bouclage effectulorsque I'on ajuste
'entrée du systme en gaction aux informations de sortie. Pour saisir la notion de
syséme asservbou syseme avec contreéaction supposons que I'on vient de finir en
sueur un match de rugby. Plusieurs cas de figure &septent selon que vous jouez au
fin fond du Cantal ou au Stade Toulousain :

— premier cas (le Cantal profond...) : la douche est rustique et paégoest
équipee d'un simple bouton qui laisse couler I'eala temg@rature pevue : une
fois I'eau chaude (s'il y en a) arde dans le circuit, la ten@pature se stabilise
a peu pes. Qu’'elle soita votre gdit ou non, vous n'avez pas de possibilde
réglage de I'entre en fonction de votre perception;;

— apres la douche llante de la semaine p&ss(cas gcedent) vous testez les

nouvelles douches de votre club. Celles-ci disposent de deux robinets : un d’eau

chaude et un d’eau froide. L'eau chaude ayante&delpuis assez longtemps, vous
commencez @ja a vous biller : vous ajustez alors la tefa@ture en agissant sur
I'arrivée d’eau froide. L'eau se refroidit, vousajustez, elle est trop chaude, vous
réajustez, et ainsi de suite, jusgua temgrature esprée ;

— arrive la congcration : les douches avec thermostat de votre club professionnel.
Plus besoin de passer votre tenagggler la temprature en passant de la douche
écossais@ la bilure. Vous ajustez la valeur sout@dtsur le bouton graéudu
thermostat, vous vous rendez sous la douche et ladshpe monte rapidement
a la valeur souhaée : vous avez@&touvert la ggulation automatique.

Ces trois seénes de la viecourante illustrent parfaitement la notion dmntre-action
Le deuxeme cas est particgliement inkressant : ereponse une information de sortie
(la temgerature de I'eau), l'utilisateuéajuste I'entee (le @bit d’eau froide ou chaude)
pour amener la sortia la valeur @sie ou autour de celle-ci. C’est le princip&me
de la contre¢action. Dans le troisme exemple, laégulation est&ali€e de marnire
automatique : c’est le but de ce cours! Le premier cas illustre cuduitun syséme

1Le termedynamiqueest souvent omis.
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douche+douadh sans possibikt de contre&action.

De manere plus @rérale, I'asservissement d’'un sgste est effectel en compa-
rant une grandeur de consigne, image de ce quié&sied et une grandeur de mesure,
image de la grandeukellement obtenue. Ligtét de I'asservissement d’'un sgste,
outre de suivre la consigne de la menei s@cifiee, est de le @munir des perturbations
dues aux diférentes imperfections : mauvaise reébgation, mauvaise mesure ou toute
autreélement non moglisable. En effet, ledajustement permanent de la commande du
procece pour obtenir la sortie souhaé a pour effet de donner une certaine robustesse
vis-a-vis des perturbations : sous la douche, siébitdd’eau chaude diminue alors que
celui de I'eau froide reste constant, vous agaeoup §ir. . .

1.2 Modélisation, analyse et commande d’'un syste

L'objet de I'’Automatique est deé&terminer les propétes d’'un systme et d'utili-
ser cette connaissance pour obtenir duaysta la fois les performances voulues par
l'utilisateur et une immuné accrue aux perturbations. La préma fiche consisté
caracériser le systme. Sanocklisationpeutétre obtenue parécriture des lois de la
physique, lorsque les para&tnes du systme sont relativement bien connus. Alterna-
tivement, en particulier lorsque I'on ne sait pas mettre leesyst enéquation, on a
recoursa I'etude de la&ponse du sys8mea diverses excitations, pour en construire
un mockle paridentification Dans les deux cas, partir du modle obtenu, la phase
d’analyseconsistea ceduire les diferentes propétes carad@ristiques du systme. Ceci
permet finalement d’'asservir le sgste, c’esta-dire delaborer son ende afin que sa
sortie ait les propétes temporelles etéquentielles requises. Le calcul d’oarrecteur
remplissant cette fonction et sa mise en ceuvre sont @pgahmandelu syseme.

1.3 Objectifs et cadre de letude

1.3.1 Objectifs

L'objet de ce premier cours d’Automatique est de sensibiliser de futueniagrs
aux probématiques de la m@tisation, de I'analyse et de la commande desesysta
temps continu, qui concernent un grand nombre de disciplines déftiiagr : nécanique,
électroniqueélectrotechnique, physiquetc. Par souci de simplidétet de gdagogie, on
se limitera au cas desyseémes monovariables’esta-dire posg¢dant une seule erite
et une seule sortidMalgré cette restriction, lesléments pesenés ici constituent aussi,
pour le futur s@cialiste, la baseétessaira |'élaboration de stragies de commande
plus complexes, notamment pour des éysts multivariables.

1.3.2 Mise en ceuvre analogique ou nuarique ?

Lorsqu’un systme posdde une enée u(t) et une sortiey(t) qui sont des fonc-
tions d’'une variable continug on parle desysemea temps continuS’il s’agit d’'une
variable discete k, on parle desysemea temps discretHistoriguement, les premiers
outils cevelopges en Automatique concernaient les sys¢sa temps continu. En ef-
fet, les bases de la discipline c&té poges bien avant (plusieurs dizaines d'aes...)
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I'apparition des calculateurs. Si l'iaet d’étudier les sysimesa temps discret et leurs

specificites estévidenta I'ere du tout PC, les concepts fondamentaux de I'’Automa-
tique peuvenétre plus aisment pesenés dans le cas du temps continu. Par ailleurs, si
I’ élaboration d’'un correcteur analogique reste limitative d’un point de vue pratique, la

plupart des proeces asservis somttemps continu, si bien que la syasie d’'un correc-
teur continu et sa mise en ceuvre analogique correspondententalga une certaine
logique.Ainsi ce cours traitera exclusivement du cas desesgeta temps continu, les
syskémesa temps discret, en particulier la commande raunigue de proédes analo-
giques gtant vus en deudme anie.

1.3.3 Commande lireaire ou non lineaire

Une dernére limite a fixer pour notreétude consisté& choisir les cagories de
systmesa temps continu monovariables que I'on souhaite c@msid Ceux-ci peuvent
étre clas8s en deux egges, selon qu'ils sont l@aires ou non. Sé@matiqguement, la
propriete de lireari€ correspond au fait que le sgste ait une caragtistique entee-
sortie lirgaire. Parmi les sysimes non ligaires, on retrouve tout d’abord des sysées
linéaires subissant des contraintes noédires (saturation, hyaesis), tes flequentes
en pratique. D’autres sy®hes ont un masgle intrinequement non ligaire, mais leur
étude peuétre restreinte au voisinage d’un point de fonctionnement nomitdg oa-
rateristique est libaire par approximation. Ces deux premis catgories de sysimes
peuventéetre étudiées par le biais de techniquesgaires. Enfin, certains sygshes sont
non linéaires et ne peuvent pageétudés autour d’'un point de fonctionnemeldtetude
des systmes liearises autour de leur point de fonctionnement est abatdns ce cours.
En revanche, les techniques de commande desrsgstnon ligaires, y compris les

plusélementaires (premier harmonique, plan de phase), seront vues uniquement dans le

cours d’option qui leur est consager. .






Chapitre 2

Modelisation

2.1 Mise enequation d’'un syseme physique

Les équations dcrivant I'évolution d’un sysgme dynamique sont obtenues en ap-
pliquant les lois de la physique. Il est possible toutefois que leghecabtenu ne donne
gu’une repesentation approée des pénonenes éels. En effet, il est enagéral diffi-
cile de prendre en compte I'ensemble deémdmenes physiques mis en jeu.

2.1.1 Premier exemple : moteum courant continu
Description

Un moteura courant continu (MCC), dont le selma de principe est doam la fi-
gure 2.1, est un dispositlectronécanique qui convertit urenergietlectrique d’ente
en énergie nécanique. Lenergieélectrique est appdré par un convertisseur de puis-

Induit

Partie tournante

Aimants

Collecteur solidaire de I'induit

Balais

FIG. 2.1 — Principe de fonctionnement d’un mot@ucourant continu [Bernot 99]

sance qui alimente le bobinage dispasir I'induit mobile (rotor). Ce bobinage est ptac
dans un champ magtique, permanent ou non, produit par I'inducteur. On supposera
pour simplifier que cette excitation egaee et constante, comme c’est le cas, notam-
ment lorsque l'inducteur est constw’aimants. Le courant circulant dans les spires
de I'induit du moteur, des forceédectriques lui sont applid@es et, gicea un dispositif
adapé (balais et collecteur), les forces s’additionnent pour parti@gerrotation. On
peut ainsi consigrer le moteur comme un sgshe dont I'entee est la tension d’induit
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et la sortie une grandeugka la position angulaire du rotor. On choisit tout d’abord la
vitesse de rotation du rotor comme grandeur de sortie.
Modélisation

Le MCC étant un systmeélectrongcanique, legquations dynamiqueésultent de
la combinaison des métisations nécanique egélectrique du moteur, sématiquement
déecritesa la figure 2.2. Pour la partielectrique, on calcule la tension aux bornes de

1

FiG. 2.2 — Sclema d’un moteua courant continu

l'induit. L' équationélectrique, liant la tensiom aux bornes de I'induit et le courant
d’induit  s’écrit :

»
Rz’+Ld—z+e:u, (2.1)

ou R est la esistance de I'induit du moteur,son inductance etla forceélectromotrice,
qui est proportionnella la vitesse de rotation du rotor :

e=K,w. (2.2)

Pour la partie racanique, on applique le principe fondamental de la dynamique autour
de I'axe de rotation. [Equation necanique rendant compte des couples agissant sur le

rotor s'ecrit :

dw
V—waJE, (2.3)

ou v est le couple moteuy, le coefficient de frottement visqueux.te moment d’iner-
tie du rotor. On ne tient pas compte en preraiapproximation du frottement sec, qui
introduirait des termes non kaires. Par construction, le couplest proportionnel au
courant d’'induit :

v = Ki. (2.4)
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En regle gererale les coefficient&’, et K, sont si proches qu'’il est raisonnable de les
consicererégaux, gligeant alors les pertes durant la converstattrongcanique de
puissance. En posait = K, = K, leséquations (2.3) et (2.4) donnent :
d,
Ki= fw+ Jd—j. (2.5)

En cérivant (2.5), il vient :
di dw d?*w

En combinant (2.5) et (2.6) avec (2.1) et (2.2) :
R dw L [ .dw d?>w
- = = r= — Kw=u. 2.7
K(fw+Jdt)+K(fdt+Jdt2)+ w=u (2.7)

Finalement, en ordonnant (2.7) de fagoavoir un coefficient de un devant le degte
dérivation le plusleg, il vient :
d*w RJ+Lfdw+Rf—|—K2 K

w

T L] @ LJ "

Cetteéquation dif€rentielle reliev etu par I'intermédiaire de paragtres constants dans
le temps. Il s'agit d’'unedquation diférentielle lireairea coefficients constants d’ordre
2.

(2.8)

2.1.2 Deuxeme exemple : suspension
Description

On consi@ére un amortisseur de voiture dont le principe esestti€ a la fi-
gure 2.3 page suivante. La massgest la masse totale de la voiture et on suppose que
chague suspension supporte le quart du poids total. La suspension se comporte comme
un ressort sité entre le chssis du @hicule et la roue. Ce ressort amorti a pour constante
de raideurk, et pour coefficient de frottement visqueyix La roue, de masse,., porte
un pneu qui est maalise par un ressort &hl de coefficient de raideuy.

Modélisation

On fait le bilan des efforts sur chacune des masses pour appliquer le principe fonda-
mental de la dynamique, selon 'axeLe syséme ol@it au principe de superposition :
pour les diferents corps l'altitude finale est la superposition de I'altitude au repos et des
variations |leesa la route. Dans gquation dynamique les termes aséeéila position
d’équilibre donc au bilan statique disparaissent car leur somme est.rgdleles les
variations autour du point dguilibre sont alors consiEes. Pour ne pas alourdir les
notations ces variations sont simplementéest,,, z, et z. pour le \ehicule, la roue et
le point de contact respectivement (voir figure 2.3 page suivante). Alors, le bilan des
forces sur le solide suspendu donne :

2
m, d*z, dz, dzT) 7 (2.9)

4 ar :_kS(Z”_Z“)_fS(dt T dt

1Si ¢a ne vous revient pas prenez le cas d’un ressort auquel est suspendu une BaBsz ébura
tour les principes de la statique puis de la dynamique.
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sysémea I'équilibre

/.
caillou!

Ny

ST

FIG. 2.3 — Scléma de principe d’une suspension

alors que pour la roue :

d?z,
M

dz, d
“ Z) . (2.10)

- _k'r'(zr - Zc) + ks(zv - ZT) + fs (% - dt

Lintérét d'une suspension est de permettre de maintenir les occupanthiule a

une altitude la plus constante possible par rapport au profil moyen de la route pour des
raisons de confort. Ainsi, seules les variatiansde I'altitude du centre d’inertie du
véhicule sont iréressantes, la variabig ne repésentant qu’une variable inteealiaire.

A ce titre, on peut cons@&ter que le sysime ne possie qu’'une sortie z,. L'entrée
correspond ell@ z., image du profil de la route. La manipulation du gyse forne par
leséquations (2.9) et (2.10) ne permet pas d’extraire simplement la relationzgrtre

ses @rivées d'une part et, et ses @rivées d’autre part.

2.1.3 Troisieme exemple : egulateur de niveau
Description

On consiére le sysgme de egulation de niveau de liquide [Ogata 01, Wilkie 02]
repesent a la figure 2.4 page ci-contre. Uagervoir est alimegten liquide et le niveau
regk par I'internediaire de deux vannes pkes d’une part dans la canalisation d’éstr
et d'autre parta la sortie du &servoir. On supposera que la vanne de sortie eséaiss
dans une position doge et que la seule action sur le ek Esulte du gglage de la
vanne d’entee.
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vanne enfee

qo + ge §_< -

ho +h

vanne sortie

>—Q =  qo+gs

R

FIG. 2.4 — Sclema d’un egulateur de niveau de liquide

Modelisation

On peut moéliser le proéck en le considrant comme la superposition d’uegime
continu donnant le point de fonctionnement nominal et de variations autour de ce point
de fonctionnement. Le point de fonctionnement nominal est diatijue du egime
permanent pour lequel l€bit esty, et la hauteur d’ealiy. Les deux paragtres reliant
les évolutions de la hauteur de liquide et lesbits entrant et sortant sont d’une part
la résistance du tuyau de sortie et d’autre part la sectioregervoir. La esistance du
tuyau de sortie est repsenée par la variation de niveau ranésa la variation de ébit
de sortie. Selon que le flux est laminaire ou turbulent, la relation eatri¢ de sortie et
hauteur d’eau sera kgaire ou non. Dans tous les cas, on peut c@msitte petites varia-
tions ¢, eth autour du point de fonctionnemefag, ho). La résistance est donc dosm
par la pente de la caraotstiqueh(q,) au point de fonctionnement quégend de la na-
ture de lecoulement. Une illustration graphique, pour un fluide turbulentquzs# une
relation cebit-hauteur non ligaire [Ogata 01] est doéea la figure 2.5 page suivante.
La résistancer en(qo, ho) vaut R = tan a(qo). Sil'on consicre de petites variations
g, du cebit de sortie et de la hauteur d’eau, autour du point de fonctionnement :

R=—. (2.11)
qs

La variation de la quanétde liquide dans legservoir @pend quand elle de la section
C' suppoge constante deservoir et de la variation de la hauteur de liquide stack

Cdh = (g — qs)dt (2.12)

En reunissant (2.11) et (2.12), on constate que leesyst autour de son point de fonc-
tionnement, obit a I'équation diferentielle :

dh
n h = e
RC o + Rq
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hauteur de liquide
A

ho+h|. ... ... ..
ho oo S DU

-

G qo + gs deébit de sortie

FIG. 2.5 — Caradristique de Ecoulement dans le tuyau de sortie

ou R est consiéré comme constant. On notera que les anglophones appedipati-
tancela sectionC' faisant ainsi I'analogie entre ce sgste découlement d’eau et un
circuit électrique RC.

2.1.4 Quatrieme exemple changeur thermique
Description

On consi@ére le cas d’'urechangeur thermique [Franklin 02]. Le sytsteéchange
de I'énergie thermique entre de la vapeur circulant dans I'enceint@deahgeur et de
I'eau circulant dans une tuyauterie qui serpente dans I'enceintédsahgeur, comme
repeseng sur la figure 2.6.

T W
‘91)6 _b
Oce —pp 1
I |
I <
1 |6, 0,,
' > S
— 0,

FIG. 2.6 — Sclema d’unechangeur thermique

La vapeur entre dansdthangeua la temgratured,. et en sortx la tem@ratured,,.
L'eau, quant elle, entrex la tem@rature ambianté., et ressorg la tem@ratured,. Le
debit de vapeur estgk par une vanne plae dans le tuyau d’arr@e de vapeur.
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Modélisation

La temperature de I'eau comme celle de la vapeur varient canignt dans I'en-
ceinte et on comprend bien qu’un nwle pecis de cettchange thermique devrait
tenir compte de la variation de tegmature tout le long du serpentin. Un tel nedel
dépendrait de la gonetrie du circuit d’eau et des propiies locales de I'enceinte.
Il en résulterait une maglisation complexe. En pregrie approximation, on pfere
consicerer que I'enceinte est parfaitement &®)| que la temgrature y est parfaitement
uniforme et que la chaleur, amerge par la vapeur est proportionnedida difference
de temg@rature entre la vapearl’entrée eta la sortie de Bchangeur :

G = Wy Cy(Ope — 0,) (2.13)

ou w, estle @bit massique de vapeur qui p&trte ajust par action sur la vanne d’eatr
etc, la chaleur massique de la vapeur.

Le syséme étant suppds sans perte lors deéé¢hange, un bilan de chaleur per-
met de @duire le moéle de lechangeur. La chale@change est proportionnella la
différence de tengrature entre eau et vapeur :

0, — 0.
R

ou R est la Esistance thermique moyenne dechangeur. Le flux de chaleur net est
donré par la diference entre la chaleur angnpar la vapeur chaude et la chaleur
echange avec 'eau. [Bvolution de la temgrature de la vapeur en sortie est aloeg li
au flux de chaleur par :

Ge = (2.14)

o,

Cv% =4y — (e
ou C, est la capac#t thermique de la vapeur. D’ags (2.13) et (2.14), il vient :
do 0, —0
= — -2 <. 2.1
Cv dt wv C’U (91}6 91}) R ( 5)
De la méme margre, en faisant un bilan sur I'eau, on trouve :
do 0, —0
—< = — Y < 2.1
Ce dt wece<eee 06) + R ) ( 6)

ou c., w. etC, sont respectivement la chaleur massiqueglgitdmassique et la capagit
thermique de I'eau.

Enfin, étant doné que la circulation du flux n’est pas instaréanla temprature de
I'eau en sortie est meser avec un retard. Comme on suppose queest suffisamment
petit pour que la temgrature n’ait pas vagientre la sortie deéchangeur et le point de
mesure, il vient :

Om(t) = 0.(t — 7). (2.17)

On peut considrer que la temgrature d’enge de la vapeur est constante et ainsi la
commande du sysie est donge par le eglage de I'ouverture de la vanne et donc
par w,. Le syseme pos&de deux sorties : la terapature de I'eau en sortie qui est
mesugée paw,, et la tem@rature de la vapeur en sortie Comme dans (2.15) appéra

le produitw, 6, le syseme n’est pas ligaire. Par ailleurs, la mesure de té&rgture de
I'eau introduit un terme de retard. Ces da&l&ments sont des caradistiques originales
de ce proéde, en comparaison avec les pedes des exemples gedents.
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2.2 Proprietées des sygimesa temps continu

Les sysémes écrits peccdemment posslent tous les propiies de lirgari€ et d'in-
variance, au moins localement autour d’un point de fonctionnement. Léataant,
c’est néme pecigment pour avoir ces propites que I'on se place en un point de fonc-
tionnement. Elles sont en effet d’un grandéeiét en terme de repsentation, comme
nous le verrons plus loin.

Lin earité

Définition 2.1 (Linéarité d’un syseme) Soity, ety, les reponses d’'un sy&te. ex-
cité £pament par les enbesu; et u,. Soita un réel quelconque. Le syshe est
linéairesi sa sortie vautvy; + y» en reponse I'entréeau; + us (vVoir figure 2.7).

U N

linéarie ouy + uz ay1 + Y2
. >

Uz Y2

FIG. 2.7 — Liréari€ d'un systme
Un syseme lireaire Epond donc notamment auincipe de superposition

Invariance

Définition 2.2 (Invariance en temps d’'un systme) Un syséme est ditnvariantsi une
méme commande, appligaa deux instants di#frents produit la rame sortie aux ins-
tants consiérés (voir figure 2.8).

u(t) y(t) invariance u(t +7) S y(t+7)
by > -

FIG. 2.8 — Invariance d’un sysime

Principe de causalie

Définition 2.3 Un syséme d’entée u(t) et de sortiey(t) est ditcausal si, Vi < 0,
u(t) =0=y(t) = 0.

Cela signifie que lagponse du sy8tme ne pecde pas son excitation. On retiendra
notamment que tout syshe physiquemenéalisable est causal.

Définition 2.4 (Causalit d'un signal) Un signal f(¢) a temps continu estausalsi
f(t) =0, Vt <0.
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Lin éarité et invariance des systmesetudiés

Reprenons un instant les exemples éajpecedemment. Linvariance de I'ensemble
de ces sysimes ne fait aucun doute. Si I'on applique une commaniden d’entre eux
a l'instantt + 7 on observera la Bme sortie que si I'on avait fait cetal’instantt, avec
simplement un @calage de dans la eponse. Pour les sgshes traiés en exemple, la
linéarie provient des hypotses effecteies lors de la mdalisation. Par exemple, dans
le cas du MCC, on a fait I'hypottse que le circuit ma@tique nétait pas satér et
ne pgésentait pas d’hystésis, ce qui est&réralement admis dans la plage de fonc-
tionnement peconige par le constructeur. La suspension, quaetle, aurait pletre
mocklisee plus finement en tenant compté@&wkEntuels frottements secs. De tels frot-
tements, responsables de forces d’amplitude constante mais de signé appuosu-
vement auraient induit un comportement noredéire. Pour le systne de egulation de
niveau, letude &té faite en un point de fonctionnemenéprs, permettant de congicer
comme constante I&sistance du circuit de sortie, pour de petites variations autour de ce
point. Si I'hypotlese n’est plusérifiee, le moéle sera d’autant plus apprdaehenfin, le
proceck thermique est madisé gracea certaines hypo#ses qui ne tiennent pas compte
de I'évolution continue dans I'espace des variables de pression et dertgnme. En re-
vanche, on notera que lagsence de retard au niveau de la mesure ne modifie en rien
les propretes de lireari€ et d’'invariance du sysime.

2.3 Representations temporelles des sy@mnes

On supposera @ormais que tous les sgatesétudies sont causaux, lgaires et
invariants.

2.3.1 Repgsentation externe par uneequation différentielle

Au cours de la moglisation du MCC on &tabli la relation (2.8) reliant la ten-
sion d’induit du MCCa la vitesse de son rotor. Il s’agit d'gguation diferentielle
linéaire d’ordre deuxa coefficients constants. De mare plus @rérale, dans le cagdio
un sysemea temps contina la foislinéaire et invariant posgde une seule e et
une seule sortie, sa relation eéxgrsortie peuétre tecrite par uné&quation diférentielle
ordinaire® linéairea coefficients constants :

i bi—— 2.18
Z CL dtz ' dtz ( )

— les coefficients; etb; sont des constanteselles, telles que., a,,, by etb,, soient
non nuls;

— n, m sont des entiers positifs tels que < n pour que le sygime soit causaly
est I'ordre du systme;

— ¢ < n estun entier positif ou nul appetlasse du sysme

2LTI en abgége pourLinear Time Invarian{appellation tés utilise).
30ODE en abege pourOrdinary Differential Equation
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Cetteéquation diferentielle est unesprésentation externdu syseme dans la mesure
ou elle relie entee et sortie sans faire apptira de variable interne au sgste. La
solutiony de cetteéquation, appékeréponse temporelle du sgste est connue Siv
conditions initiales (CI) sont connues pour la sortiee€l sont connues pour I'erée.

2.3.2 Repgsentation détat du syseme

De manere alternative, la dynamique d’un syste lireaire invariant d’enfreu et
de sortiey peutétre decrite par une repsentation sous la forme :

d
d—f = Ax+ Bu,
y = Cx+ Du, (2.19)

avecA, B, C et D des matrices constantesetun vecteur de dimension, appeé
vecteur détat Cette repesentation est appd représentation cBtat du syséme. Le
vecteur détat permet de&trire compdtement levolution du systme, dont il donne une
représentation interne_e syséme déquations diférentielles d’'ordre uf: = Az + Bu
rend compte desquations dynamiquetu syseme alors que la relatian= Cx + Du
est I'equation de mesur@u de sortig du syseme.

Les variables dtat permettent deédrire compdtement leévolution dynamique du
syseme pam équations diferentielles d’ordre 1. Btat et la sortie peuvent aingire
calcuks,a tout instant, pour des GI0) quelconques.

La matriceA de dimensiom x n est appete matrice dévolution(ou encorematrice
d’étaf). Elle rend compte ded&volution du systme errégime libre c’esta-direa com-
mande nulle. La matric®& de dimensiom x 1 est appéte matrice de command@u
encorematrice d’entéé. Elle rend compte du comportement dynamique duesygsten
réeponsea une commande. La matriceéde dimension x n est appéte matrice d’'ob-
servation car elle permet de relier la sortid’ état. Enfin, le scalair® est lecoefficient
de transmission directqui relie directement la commandela sortié. Dans le cas @
D =0, m < n etle syseme est districtement propre

Il est important de noter que, contrairemarda repegsentation externe, la reqgen-
tation d'état d'un systme n’est pas unique eépend du choix des variablesttht. La
non-unicié de la repesentation dtat peuttre prouee ai€ment. Soit le changement
de variable egulier ctfinissant le nouvedtatz = P~'x, avecP matrice de passage non
singuliere de dimension x n. Alors I'équation détat (2.19) fcrit :

d dz
~(Pz)=P— = APz+B
5 (P2 =y 2+ b,
y = CPz+ Du,
soit :
dz -1 -1
o = P APz + P " Bu,

y = CPz+ Du.

40n notera que la repsentation détat s’applique aiEment dans le cas de systes multivariables.
Les dimensions d8, C et D sont alors modiées, mais cela ne modifie pas fondamentalement I'approche
de moctlisation. C’est une des raisons du sede cette repsentation, qui est la base des approches
dites modernes de la commande des&yss.
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Tout changement de variableguliera partir dex engendre donc une nouvelle répr
sentation cétat.

0 Exemple

On peut facilement &erminer un moele détat du MCC. On conséte que I'entee
du syséme est sa tension d’'induitalors que sa sortie est r&senée par la vitesse de
rotationw du rotor. On choisit deux variables iegendantes du sgshe : la vitesse de
rotationz; = w et le courant d’induit:, = 4. L’ €équatiorélectrique (2.1) €crit alors :

d
]%xQ—%137§?-+—](;r1:: u,

alors que lequation nécanique (2.3) donne :

dx
Kl'g—f$1 = Jd_tl

On en aduit la repesentation dtat :

d T S K T 0
L L 2 L
y = (1 0) (2) (2.20)

On aétabli la repesentation (2.20) en choisissant= w etz, = i. Le choix effecté
n'est cependant pas unique. On peut, par exemple, peser w etxy = Ccll—f. Alors,
I’ équation (2.8) condud :

drs RI+Lf  Rf+K? K

dt LJ LJ LJ
On en cduit la nouvelle re@sentation dtat :

d T1 0 1 T 0
at \ o TR0 CRN YRS Nl I Tl kW
LJ LJ 2 LJ

y = (10) (x) (2.21)

X2

Si I'on consicere maintenant que la sortie du ®se est sa position angulaitest
non plus sa vitesse, I'ordre du sgste augmente et il faut maintenant choisir un vecteur
d’état de dimension trois, par exemple tel qye= 6, 1z, = w = % etzs = i. On
obtient alors aimenta partir de (2.20) la repsentation :

e 0 1 0 T 0
gl = 10 =5 S| r]o|w
s 0 -7 —1/ \u I
Iy
y = (1 00)|a]. (2.22)
T3

Fin de I'exemple OO
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2.4 Representation par fonction de transfert

On peut donner d’un sy&sine lirgaire invariant mono-erée mono-sortie une repy
sentation externe simple obtenue par transformationédpiéition dif€rentielle ente-
sortie en unéequation alg@brique. Pour cela on utilise la transfarende Laplace que
I'on va tout d’abord éfinir.

2.4.1 Transformée de Laplace

Définition 2.5 (Transformée de Laplace)Soit f(¢) un signal causaé temps continu.
La transfornée de Laplacée ce signal estéfinie par :

—+o00

F(s) = L{f(t)} = f(t)e " dt.

0

Cette transforr@e est une fonction de la variable complexappeéevariable de La-
place

Les principales propétes de la transforrée de Laplace sont do@es dans le ta-
bleau 2.1, pour deux signadxtemps continy (¢) et g(t) de transforrdes de Laplace
respectived'(s) etG(s).

linéarie L{f(t)+ag(t)} = F(s) + aG(s), Ya € R

retard L{f(t—T7)} =eTF(s), VT €R

intégration {/ f(r dr} = Fis>

dérivation erv { pn } = sF(s) — f(0)

valeur finale ) tlggo f(t) = ﬁlﬂ% sF(s)

produit de convolution L{f(t) xg(t)} = E{ +OO f(r)g(t — T)dT} = F(s) G(s)

(O) Il faut pour que la valeur finale existe que lesgs de la transforée F'(s) aient tous une partieelle strictementé&gative.
TAB. 2.1 — Propiétes principales de la transfoé®a de Laplace

Lintéret de la transforie de Laplace pourdtude des sysmes éside dans la
possibilie qu’elle offre de transformer lesquations diferentielles liaires écrivant
I’ évolution dynamique du sy&me enéquations algbriques plus facilea manipuler,
comme on le constate au vu des transfeesides ograteurs drivée et inégrale.

2.4.2 Fonction de transfert

Soit un systme lirgaire invariant d’enfreu et de sortiey. On appellefonction de
transfertdu syséme le rapport des transfoe®s de Laplace de la sortie et de I'é@etia

SLes cemonstrations correspondantes sont peu difficiles et constituent un bon exercice de calcul.
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Clnulles:

Y(s)
U(s)

G(s) = (2.23)

Le terme deransmittance synonyme de fonction de transfert est parfois il est
important de remarguer que la notion de fonction de transfert est assaan systme
pos€dant des ClI nulles. tude du comportement du syste lorsque les Cl sont non
nulles est plus complexe, notamment dans le cas dersgsti'ordregle\e.

0 Exemple

A partir du moele de I'amortisseur constiédypar le systme diferentiel de€quations
(2.9) et (2.10) il est difficile d’exprimer €quation diferentielle entee-sortie reliant les
variations de l'altitude du centre d’inertig, aux variations du profil de la route..
La transfornge de Laplace, en revanche permet de donner unésemation externe
équivalente &s facilement. La transformation deguations (2.9) et (2.10) donne :

%SQZU(S> = —ks(Zu(s) = Z:(s)) = [s (sZu(s) — sZ:(s)),
m,s°2,.(5) = —k(Z2.(5) = Z.(5)) + ks(Zu(5) — Z:(5)) + fs (sZ4(s) — 52,(5)),

gue I'on peut eordonner :

(ks+ fss+%s2> Zo(s) = (ks + fs8)Z0(s), (2.24)

(ky + ks + fos +mps?)Z,(8) = kpZo(s) + (ks + fo5) Zy(5).

Onélimine alors :
B k.Z.(s) + (ks + fs8)Zy(5)

Z.(s) =
(5) k., + ks + fos + m,.s?

dans (2.24) :

My

(ko + fos + T28%) Zu(s) = (ko + fos) (

by Ze(8) + (ks + fo5)Zy(s)
kv + ks + fos +mps? )

Soit :

Ze(s),

My o (ks + fs5)? k.(ks + fss)
— Z =
(ks+f3$+ 5 o(5) ky 4 kg + fos +mps2 ¢

4 _k7«+ks+fss—l—m7«52
ce qui donne encore :

My

280k + i fus - mes?) = (ks + £05)2) Zu(s) = ket fos) Ze(5).

(ks + fos+
Finalement, la fonction de transfert du ®ysie est :

_ %ls) _ ko (ks + fo5)
Z(s) sk + fokes + (T (K 4 k) 4+ miks)s® + fo(E 4 my)sd 4 Meest

Ce calcul montre l'inkrét de la transfori@e de Laplace pour extraire la relation éetr
sortie d’un systme initialement écrit par un systme diférentiel complexe.
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[0 Autre exemple

La traduction du moele de lechangeur thermiqua I'aide de la transfori@e de La-
place eségalement instructive. En effet, comme celat@&dit au paragraphe 2.1.4, le
syséme est la fois non lirgaire avec retard. Or la fonction de transfert assaa&iun
retard est facilé exprimer. D’apes la proptete de la transforiee de Laplacénon&e
au tableau 2.1, €quation (2.17) €crit, apes transformation :

Om(s) = e 7°0.(s).

On remarquera bien que si la fonction de transfert aésoau retard n’est pas une
fraction rationnelle en, le retard n’introduit pas pour autant de norelmie. Appliquez
la définition (2.17) pour vous en convaincre, si le doute persiste. En revanche dmsyst
formé par lessquations (2.15) et (2.16) est lui nondaire en raison du produit, (0,,. —
6,) dans (2.15). Pour poursuivre, onéarise donc cettéquation en consétant que
la temperature du circuit de vapeur varie peu, ce qui permet de supposer constante la
quantie Ad, = 6,. — 6,. Enfin, pour simplifier les calculs oglimine la temgrature
ambiantd,. de I'equation (2.15). Pour cela, une petite astuce conaistesurer toutes
les temggratures relativemeaty,.., ce qui revient posed,. = 0 dans lequation (2.15).
Alors, en appliquant la transfoe de Laplaca (2.15) et (2.16) il vient :

Cos(5) = Wils)eap, - O]
O,(s) — Oc(s)

CosOc(s) = —weceOe(s)+ 7

On isole©,(s) dans la secondequation :
O,(s) = (1 + weRce + RC,5)O,(s)
et on I'élimine dans la prerare :
((14+ RCys)(1 + weRece + RC.s) — 1) O.(s) = RW,(s)c, A,
soit: O(s) Re,Ab,

W,(s)  weRe, + (R(C, + Cy) + w.R2c.Cy)s + R2C.C,s2
Finalement, pour la sorti&,,, la fonction de transfert du syshe sécrit :

Om(s) Re,AO e~
Wy(s)  weRce + (R(C, + C,) + weR2c.C,)s + R2C.C\s?’

Il s’agit d’'un syseme du second ordre, de classe 0, avec retard.

Fin des exemplesd O

Dans le cas des syshes lirgaires invariantsans retardla fonction de transfert
prend la forme d’une fraction rationnelle :

Gls) = (5) _ Lito b5 (2.25)
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qui resulte de la transformation deetjuation diferentielle (2.18). Les racines du nu-
mérateurN (s) de la fonction de transfert, au nombre e sont appaes leszérosdu
syseme. Les racines duédominateutD(s), au nombre de:, sont appees legdles
du syséme. Tout comme la variable de Laplackes Zros et les ples sont complexes,
dans le cas@réral. Si I'on ceveloppe (2.25), il vient :

b0—|—b18+ +bm8m

G(s) =

eS¢+ Q15T+ L+ aps”
qui s’écrit encore :
K 1+ Ps4. 4 bmgm
G(s) =— - . 2.26

ouK = ”0 est legain statiquedu syséme.
Si I'on factorise le nurarateurN (s) et le cenominateurD(s) de la fonction de
transfert (2.25), on obtient la forme diterme de Bode

_ b JIZ (s — )
G(s) = Pl s [ F— (2.27)

ou lesz; et lesp; sont respectivement le€mws et les ples du systme. Le coefficient
”m est parfois appélcoefficient de gainOn aura soin de ne pas le confondre avec le
galn statique éfini precedemment.

0 Exemple

D’apres I'équation (2.8), la fonction de transfert du MCE it :

Gis) = 26) _ 7 (2.28)
_U(S)_s2—|—RJLJ}Lf3+Rf+K2' .
donc :
K
N(S) = L_J
L K?
etD(s) = 52+RJ+ fs+Rf+ :

LJ LJ

Le syséme ne posgle pas de&ro carN (s) ne s'annule jamais. Esolvant Iéquation :

D(s) = 0 on cetermine les ples du systme. L'expression analytique de césgs n'est

pas simple si I'on ne fait pas d’hypatke sur les diffrentes grandeurs caradstiques

du moteur. On montre que moyennant quelques approximations [Louis 02], on peut
obtenir la fonction de transfert sous forme factees

Kg
o(s) = 28 _ el (2.29)

U(s) (s+%d> (s+$>’
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ou : "
G(s) = < 2.30
() (L 4+ 748)(1 + Tems) ( )
avec :
L
Tel = Ea
RJ
Tem = 357 799
Rf + K?
K
etKkg = ——.
“ Rf + K2
Le MCC posgde donc deuxddes :
1
»m = —
Tel
1
etp, = —
Tem

assocesa deux constantes de temps;; constante de tem@ectrique et.,,, constante
de temp<lectrongécanique K est le gain statigue du MCC. Sous formevdlopgee,

ona. Q( ) P
S G
pr— pr— . 2- 1
G(s) U(s) 14 (Ter + Tem)S + TeiTem s> (2:31)

Fin de I'exemple OO

2.5 Correspondance entre repesentation détat et fonc-
tion de transfert

2.5.1 Passage de la repisentation détat a la fonction de transfert
Formule de passage

Appliguons la transforiee de Laplaca la repesentation détat :

C;—f = Ax + Bu,

y = Czx+ Du.
On obtient le systme :

sX(s) = AX(s)+ BU(s),
Y(s) = CX(s)+ DU(s).

Soit :

X(s) = (sl —A)"'BU(s),
Y(s) = CX(s)+ DU(s)
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ou [ est la matrice identt Finalement :

Y(s) = (C(sI — A)"'B+ D) U(s). (2.32)

[0 Exemple

Appliquons cette correspondance au cas du MCC. Avec le cheix (w )7, la re-
présentation dtatétablie dans I'exemple du paragraphe 2.3.2 donne :

i K
A= \_k &
T L
5 - (1)
L
C = (1 0)
etD = 0.

En appliquant la relation (2.32), il vient :

aw=0 0 (50 ) (e

Q(s) = (1 0) ! (”%% j%) (0) U(s)

2
(s+ s+ H+15
qui donne tous calculs faits :

Soit :

K
Qs) = LJ Ul(s).

On \erifie que I'on retrouve bien I'expression (2.28).

Fin de I'exemple OO

Calcul des ples

On aétabli au paragraphegedent la correspondance entre fonction de transfert et
repesentation détat. Léquation (2.32) peldtre €écrite :

Y(s) C (col(sI — A)) B
U(s)  detsl — A)

+ D,

ou cd’'(sI — A) repiesente la transpée de la comatrice de la matrigé — A (d’apres

la formule bien connue...). Leedominateur de la fonction de transfert est donc le
polyndme D(s) = dets] — A). L' équation caradtristiquedu syseme, c’est-dire

I’ équation de sesites peut ainsi €crire :

det(s] — A) =0, (2.33)

a partir de la connaissance de la Eg@ntation ddtat du systme. Les ples du systme
sont donégalement les valeurs propres de la matriévalution A.
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2.5.2 Passage de la fonction de transfed |la représentation détat
Obtention d'un modele d’état avecA diagonale

Pour obtenir un mogle détat avec une matrice @olution diagonale il faut com-
mencer par dcomposer la fonction de transfert@éments simples.

Cas al tous les les sont distincts Alors :

Y(s) _ Zn: “_ 4D (2.34)

avecD non nul si la fonction de transfert n’est pas strictement propre (&'abte si
m = n). On choisit alors les variables&tat successives telles que :

Xl(s) = 5 — )\ZU(S>a

pouri =1, 2, ... ,n. On en @duit que :
sXi(s) = M Xi(s) + U(s).

Soit :
dl’i
dt

Finalement, d’aprs (2.34) et (2.35), on obtient la ré&sentation dtat sous forme dia-
gonale :

0 X O ... ... O 1
0O ... ... 0 X-1 O 1
o ... ... ... 0 An

y = (a1 10 S an):p+Du.

La forme de la matrice évolution A étant diagonale lesgbtes du systme sont les
termes apparaissant sur sa diagonale, puisqu’il s’agit des valeurs propres de la matrice
d’évolution. Une telle re@sentation détat est dite sou®rme modale

Cas au les pdles ne sont pas tous distincts Dans ce cas, congdons le cas d'undgie
A1 de multiplicite p. Alors :

Y(S> aq (8% Qy n
U(s) _S—)\1+(s—)\1)2+ +(3_)\i)p+ >

i=p+1

Q;

S_>\i

+D.  (2.36)
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On choisit alors les variables&tat successives telles que :

1

Xi(s) = s—/\1U<S)7
1
Xa(s) = WU(S),
1
XP(S> - (S _ /\l)pU(S>’
Xi(s) = 3—1/\~U(8)’ pour: =p+1, ... ,n.

On en cduit que :

sXi(s) = MXi(s)+U(s),
SXQ(S) = )\1X2(S>+X1(S),

sXp(s) = MXp(s) + Xp-1(s),

sXi(s) = NXi(s)+U(s), pouri=p+1, ... n.

soit :

d

d—f — ... 0 1 N 0 ... ... 0 z, |+| 0 |u
0 0 )\p+1 0 0 Tp+1 1
0 0 )\an 0 Tp—1 1
0O ... ... ... ... .. ... 0 A\ Ty 1

y = (a1 107 S an)x+Du.

La matrice dévolution est soutbrme reduite de JordanOnétend facilement legsultat
précdent au castoplusieurs ples multiples existent.
Obtention d’'un modele d’état avecA compagne

La fonction de transfert du sysnhe sécrit :

Y(s) N(s)  bo+bis+...bys"
U(s) D(s) ag+as+ ... +s

G(s) =

c’esta-dire telle que:,, = 1, ce qui est non restrictif puisque I'on peut toujours s’arran-
ger pour obtenir7(s) sous cette forme en divisant par numérateur et @nominateur.
On choisit le vecteur @&tatx tel quex; vérifie :

U(s) = Xi(s)D(s),
Y(s) = Xi(s)N(s),
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soit :
U(s) = (8" +an18" '+ ... +ag)Xi(s), (2.37)
Y(s) = (bps™ 4+ bp18™ 4 . o) X1(s). (2.38)
En choisissant alors,, =3, ... ,z, de sorte que :
v _
dt — 25
dvo
dt - 3
dr,_y
= z,, 2.39
o x (2.39)
ona,pour=1,2 ... n:
dl’i difbl
= —. 2.40
dt dt? ( )
D’apres (2.37) :
dnl'l dn_lfﬂl
din = —an_lw — ... —agr1 + u, (241)
soit, avec (2.40) :
%——a don1 _ — apr1 + U
dt - n—1 dt cee 041 )
et enfin, d’apes (2.39) :
dan et
dt = Ap—1Th e apl1 Uu.
L’ équation dynamique du sgshe sécrit donc :
0 1 0 ... ... ... 0 0
d 0 0 1 0 ... ... 0 0
_x = T+ U
di 0 oo i 01
—Qp —aA1 ... ... .. ... —Qp_ 1

La forme de la matrice évolution A est ditecompagne horizontal€n dit que la re-
présentation dtat est sous formeanonique commandable
Il reste alorsa deéterminer la sortie. D’ajgss (2.38) :

Y(S) = bmSle(S) + (bm_lsm_l + ... + bo)Xl(S). (242)

Dans le casom < n, c’esta-dire ai la fonction de transfert est strictement propre, il
vient, d’apes (2.42) et (2.41) :

y=(by b1 ... by 0 ... 0)a.
Dans le cas contraire = m et alors (2.42) €crit :
Y (s) = bys" X1(8) + (b1 '+ ... +bo)Xi(s),
soit, avec (2.37) :
Y (s) = by ((—an_18""" ... —ag)X1(s) + U(s)) 4+ (b1 "+ ... 4 o)Xy (s).
On obtient donc Bquation de sortie :

Yy = (bo — aobn bl — albn ce bn—l — an_lbn) x -+ bnu



Chapitre 3

Réeponses des sysimesa temps continu

3.1 Reéponse temporelle des sysinesa temps continu

En Automatique, on ne calcule pas grsatiquement I'expression analytique de la
réponse temporelle d’'un sgshe. Ceci s’expliqgue d’abord par le fait que I'on puisse
caracériser les propétés de laeponse sans avairen calculer I'expression analytique,
d’apres la connaissance de8lgs et £ros du sygtme. Par ailleurs, comme on le verra
par la suite, il s'agit d’'un prol@ime assez calculatoire.

Pour établir la €ponse temporelle d’'un sgshe, on peut prader de diferentes
maneres, selon que I'on dispose d’'un niédel détat du systme ou de son made ex-
terne. Dans ces deux cas, I'obtention dedpanse passe |&solution d’uneequation
différentielle. Une alternative au calcul analytique consisteterminer nurariquement
la reponsea I'aide d’un logiciel de simulation capable despudre Equation diferen-
tielle mocklisant le systme. Dans le cadre du cours d’Automatique, on aura I'occasion
d'utiliser le logicielMatlab a de nombreuses reprises. Pour une initiation par I'exemple,
voir 'annexe D.

3.1.1 Calcul de la éponse de la repesentation détat

Dans le cas de la repsentation dtat, le Egime libre assoéia I'équation dyna-

mique deétat :

d
d_j:AJH_Bu

est obtenue pagésolution de Equation homogne :

dx

=2 — Ax. 3.1

o = Az (3.1)
La solution de cettéquation homogne donne laéponse librede I'état du systme, qui
prend la forme :
La matrice®(¢, t,), d’ordren, est appeéde matrice de transitionElle est solution de
I’ équation (3.1) etérifie donc :

d(t, to)

= AD(¢t, ty),Vt = tp.
dt (7 0)7 0
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Outre le fait qued(ty, to) = I, elle posede diférentes propétes qu'il n'est pas utile
de cevelopper ici. Pour en savoir plus, on consultera [Arzelier O4fdponse foreede
I' état est quara elle la Eponse au seul signal d’eaé, pour des Cl nulles. On montre
qu’'elle s¥ecrit :
t
x(t) = / O (t, 7)Bu(T)dr,
to

si bien que par superposition :

w(t) = B(t, to)w(to) + / O(t, 7) Bu(r)dr.

to

La reponse du sysme sécrit donc :

y(t)y=C (Cb(t, to)z(to) + /t q)(t,T)Bu(T)dT) + Du(t). (3.2)

to

Pour un systme lireaire invariant la matrice de transition prend la forme d’'une
matrice exponentielle :

B(t, ty) = et (3.3)
qui peutétre calcude par la relation :
A%? Amgn
e =14 At + 5 + ...+ o + ... (3.4)

D’apres (3.2) et (3.3), lagponse d’'un syeine lireaire invariant est donc :

y(t) =C (eA(t_t“)x(to) + /t GA(t_T)Bu(T)dT) + Duf(t). (3.5)

to

Le calcul de la matrice de transition ne pétre effecté a partir de [equation (3.4) que
dans le cas A est diagonale. Dans ce cas, chacun des termes de la diagonale de
se trouveetre I'exponentielle du terme correspondant, sur la diagonalé. d effet,

pour tout terme de la diagonailg aveci = 1, 2, ... .n, en appliqguant (3.4)on a:
o azt? art"
e =14 a;t + + ...+ + ...
2! n!

Une bonne rathode pour calculer la matrice de transition dans le ¢ad o’est pas
diagonale consiste doida diagonaliser au palable. Ainsi, soiD la matrice diagonale
obtenue par le changement de base de matrice de paBsage

A, =P AP,

etdonc:
eAt _ PeAdtP_l.

D’autres nethodes (transformation de Laplaceédieme de Sylvester [Ostertag 04])
permettenégalement de@erminer la matrice de transition.
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[0 Exemple

On consi@re le cas du MCC Maxon F2260, bobinage 885. On souhaite calculer la
sortiey(t) = w(t) en leponse& une tension constante ti2V pour des Cl suivantes :

w(0) = 2230 tours/min= 233, 5 rad/s
i(0) = 0,168 A.

Le mockle détat d’'un MCC &te établi au paragraphe 2.3.2. On a:

s - (3 )0)-6)-
y = (1 0) (i;)

avecr, = w etxy, = i. Le MCC Maxon F2260, bobinage 885, ayant les ca@mastiques
suivantes :

R = 1,44Q,

L = 56107*H,

J = 1,2910"* kg.n?,
f = 7,19107° N.s.m!,
K 0,10 N.m.A™ %,

on trouve I'expression nuarique de la re@sentation détat :
i z1\ _ (—0,55768 775,19 1 n 0 Y
dt \zo) —178,57 —2571,4) \x, 1785,7)

y = (1 0) (2)

La diagonalisation de cette réggentation dtat est obtenue ereterminant :

—55,58 0
As = ( 0 —2516,4)

otp — (09975 —0,2045
— \-0,07080 10,9557 /-

On effectue alors le changement de variabtgulier: = P~1z. La nouvelle repgsentation
d’état est :

d
d—j — P'APz+ P'Bu,

y = CPz+ Du

et I'on obtient, nunériquement :
239, 3745
A0) = ( 17, 9099) !

dz (=555 0 L (5639
at 0  -2516,4) %" \1910,3) "

y = (0,9975 —0,2945) .
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La reponse est alorgfinie par :

y(t) = CP (@(t, 0)2(0) + /0 t(ID(t,T)PlBu(T)dT),

avec .
e 55,58(t—7) 0
(I’(t, T) = ( 0 e—2516,4(t—T) | -

Apres quelques efforts, il vient :

y(t) = (118,77 + 117,32 e > — 2, 5913 e~ 2516:41) 1 (2).

Fin de I'exemple OO

3.1.2 Calcul de la Eponsea partir de sa représentation externe

On consi@re maintenant le cas d’'un sgste dont la relation erée-sortie est une
équation diférentiellea coefficients constants. Biggvidemment, la prerare solu-
tion consistea résoudre cett@équation, ce qui n'est @sque dans le cas de s¥stes
d’ordre 1 ou 2. Si I'on applique la transfoé®a de Laplacé& équation, comme on l'a
vu préecedemment, on peut en revanche traiter le cas desyst d’'ordre sigrieur.
Le calcul de la @ponse consiste alogsinverser la transforge de Laplace de la sor-
tie Y(s) = G(s)U(s) pour ceterminery(t). Géréralement, on utilise pour cela la
décomposition eléements simples de la fraction rationnelfés)U (), puis les tables
de transforrges, pour effectuer I'inversion. Cette technique n’est valable que dans le cas
ou les ClI sont nulles, puisqu’elle se base sur la fonction de transfert.

D’apres la éfinition de la fonction de transfert :

En se rappelant de la propte de la transfori@e de Laplace vis-vis de la convolution,
on peut @duire le tleoreme suivant.

Théoreme 3.1 (RRponse d'un systme) La réponse d’'un sy8tne lireaire invariant
d'entréew(t) et de sortiey(t) peut sécrire sous la forme :

ou ¢(t) est la transforrde de Laplace inverse de la fonction de transfert.

3.1.3 Reponse impulsionnelle eteponse indicielle
Réponse impulsionnelle

On appelleéponse impulsionnell@un syséme sa&ponsea uneimpulsion de Di-
rac, qui est une distribution (fonctiorégerali€e), cfinie de la marire suivante.
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Définition 3.1 (Impulsion de Dirac) Soitf(t) une fonction continue gh Alors I'impul-
sion de Dirac est la distribution(t) telle que :
+oo

f()o(r)dr = £(0).

D’apres le tleoeme (3.1), lag&ponse impulsionnelle du sgshe est :
“+oo

y(t) = g(t) = 8(t) = / g(r)o(t — 7)dr.

— 00

soit, par @finition de I'impulsion de Dirac :

y(t) = g(t).
La reponse impulsionnelle d’'un sygshe peut donétre obtenue en calculant la trans-
formée de Laplace inverse de sa fonction de transfert.

Réponse indicielle

On appelleréponse indiciellel’un syseme sa&ponsea unéchelon uni :

0, sit<0,
Ut) = .
1, sit>0.

La reponse indicielle d’un sysine, @réralement facil@ obtenir exprimentalement,
est souvent utilise pour le caraétiser. A la figure 3.1 page suivante on a reécles
principales caraétristiques de lagponse indicielle d'un sysine. Celles-ci sont toujours
donrées pour unaponsea partir de Cl nulles.

Le temps deé&ponsea n % , note t,,,, correspond au temp®oessairé la iEponse
indicielle pour atteindre saaleur finalea +n% pres. On notera que la valeur d&;
est la plus commuement utili€e. On dira d’'ursysemequ'’il est rapide si son temps
de eponse est court et qu’il ent, si son temps deéponse est long (ces notions
restant bierevidemment relatives. ..). Liemps de moeg not ¢,,, déesigne le temps
gue met laéponse indicielle pour passer tea90% de sa valeur finale. Dans le cas o
appar@ un dépassement’esta-dire si la eéponse indicielle @passe sa valeur finale,
on regere ledépassement maximal, par rapporta la valeur finale et l'instant de ce
dépassement, net,. Le depassement est souvent rapparia valeur finale : on parle
alors de @passement pour cent, que I'on nd¥%. Enfin, la pentea I'origine de la
réponse indicielle peut conggkr les informations pedentes. La connaissance de la
traduction anglaise de ces termes, indiga I'annexe C, est &s pratique, notamment
pour utiliserMatlab.

Comme on le verra par la suite, laponse indicielle donne des renseignements sur
la nature néme du systme. Cela permet le c&sheant d’identifier un moele lorsque
la mocklisation physique est imparfaite ou inconnue.

3.1.4 Reponse temporelle des sysmeselementaires

Une bonne connaissance dgseémes du premier et du second ordrst fonda-
mentale en Automatique. On peut en efféfuemment assimiler un sgste eela un
sysémeéquivalent d’ordre un ou deux, en choisissant des hysath de maglisation
raisonnables, comme on le verra plus loin. Ceci egr@dsant car ces sgstes sont les
seuls dont les prog#ies soient la fois bien connues et en nombre ligit
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Réponse indicielle

105 %
100% F--——-f--"do - o
95 % :
90 %

Amplitude

10 %

m 1 Temps

FiG. 3.1 — Caradristiques de lagponse indicielle d’'un sysme

Sysemes du premier ordre

Relation entrée-sortie Un syséme lirgaire invarianta temps continu d’ordre un est
déecrit par uneéquation diférentielle d’ordre ura coefficients constants reliant son
entéeu(t) et sa sortiey(t) :

y(t) + ngl—gt) = Ku(t) (3.6)

ou 7 et K sont des constanteselles non nullesz, est laconstante de temyuki syséme
et K’ son gain statique.

Réponse indicielle La solution de lequation (3.6) pout(t) = U(t) S’écrit :

y(t) = o+ Be 7, (3.7)

z

aveca et 3 deux constantegelles @pendant des Cl. A l'instamt= 0, I équation (3.7)

donne :
y(0) = a+[. (3.8)

On n'étudie que le castor > 0, de sorte que le sy&tne se stabilise pourtendant vers
I'infini 1. Lorsque le systme a atteint soregime permanerﬁ% = 0, ce que I'on peut

Le casr < 0 donnant uneé@ponse tendant vers l'infini serait celui d’'un syse instable.
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supposer vrai pourtendant vers I'infini. Donc, d’ags (3.6) et (3.7) :

lim y(t) = K,

t—o0
ettlim y(t) = «a.
Il en résulte quex = K, puis, en utilisant (3.8), qug = y(0) — K. Finalement, on
obtient la Eponse indicielle :

y(t) = K(1—e %) +y(0)e ~. (3.9)

Cette Eponse comporte :

— un terme constant : le gain statiqgie qui repesente legégime permanerde la

sortie;

— une partie variable (y(0) — K) e~ +, qui repésente leégime transitoire
A la figure 3.2 page suivante, on a repeng la eponse d’'un sysme du premier
ordre de constante de temps-= 0,01 s et de gain statiqu& = 10. Trois courbes sont
repiesengées : la courbe en trait continu régente laéponse du systnea Cl nulles ; les
courbes en pointills repesentent lesaponses du sy&ie poury(0) = 8 ety(0) = 15.
Pour un systme du premier ordre, les temps @ponsea 5 et 37% sont bien connus
(voir figure 3.3 page suivante). La sortie d’'un gyee du premier ordre atteint en effet
63% de sa valeur finale au bout deet 95% au bout de3r. La pentea 'origine de la
réponse indicielle vaut quaiatelle%.

Sysemes du second ordre

Relation entree-sortie  Un syséme lirgaire invariana temps continu d’ordre deux est
déecrit par uneequation diférentielle d’ordre deus coefficients constants reliant son
entéewu(t) et sa sortig(t). On consi@re des sysimes dont Bquation diferentielle se
met sous la forme canonique :

w2 y(t) + 2¢w, dzgf) + dzdytgt) = Kw? u(t), (3.10)

ou ¢ etw, sont des constantegelles strictement positives & une constanteéelle
non nulle ;¢ est lecoefficient d’amortissemedt syséme,w,, sapulsation naturelleou
pulsation propre non amortiet X son gain statique. A l'instar de la constamte’un
syseme du premier ordre, les coefficiegtet w, sont choisis positifs pour assurer la
stabilitt, comme on le comprendra plus tard.

Réponse indicielle La solution de lequation diferentielle (3.10) dpend des racines
de I'equation caraéristique assoée :

w2 + 2bw,s + 52 =0,

qui valent :

P2 = —(EE£jV1—-Ew,, si0 <1
etpry = —(E£ /& —Dwy, SIE>1. (3.11)
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Réponse indicielle
16 T T

14 o

-
________
QO = e e e e e T T T

Amplitude
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N
I
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0 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06
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FiG. 3.2 — Reponse indicielle d’'un sysime du premier ordre de constante de temps
7 =0,01 s et de gain statiqu& = 10, pour differentes CI

Réponse indicielle
T

100 % y
95% -~~~ b AT

63% [ ———r - f-————————— -~

Amplitude

Temps

FiG. 3.3 — Caradristiques de lagponse indicielle d’'un sys8ime du premier ordre de
constante de temps
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Le complexe;j est le nombre imaginaire pur tel qyé = —1. La réponse du syséte
pouru(t) = U(t) déepend donc de la valeur dea I'image des ples du systme. D’apes
(3.11), elle prend les diéirentes formes suivantes :

a+ Be *ntsin(\/1 — €2 w,t + ), si0<¢<1,
a+ (B + yt)e st si¢ =1,
o + feEFVEDwnt | qe=(EV/EDunt - gi 5

aveca, (3,7 € R dépendant des CI. Il serait un peu fastidieugteblir toutes les
expressions en fonction des CI. On retiendra donc la forme dexatites &ponses
pour des Cl nulles.

A la figure 3.4, on a re@seng la eponse d’'un syeme du second ordre de pul-
sation naturellev,, = 100 rad/s et de gain statiqug = 10, pour differentes valeurs
du coefficient d’amortissemeigt Dans le casw¢ > 1, la reponse esapériodique

Réponse indicielle
16 T T T T

Amplitude

£=3,48

0 I I I I
0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25

Temps (s)

FiG. 3.4 — Reponse indicielle d’un sysime du second ordre pour dfentes valeurs du
coefficient d’amortissement

c’esta-dire qu’elle ne comporte aucune oscillation. En revanche, dans lei¢as d,

la réponse pFsente depseudo-oscillationsll s’agit d’oscillations de pulsation fixe
w, = /1 — &% w,, dontl'amplitude @crdt exponentiellement vergro, comme illust

a la figure 3.5 page suivante, dans le cas duesystpécedent, poug = 0,2. On ap-
pellew, pseudo-pulsatioou pulsation amortieElle correspond une pseudogriode
T, = 5—” Dans le cas de pseudo-oscillations, on petedniner analytiquement les
caracérzi)stiques du premiergpassement :

T __&m

th=———, Di=¢ V2.

\/1_§2wn,
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Réponse indicielle
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FiG. 3.5 — Reponse indicielle d’'un sysme du second ordre pseudo-oscillant et I'enve-
loppe des pseudo-oscillations

La carackrisation du temps deeponse du sy8tne n’est pas ausévidente. On peut
cependant remarquer les deux choses suivantes :

— dans le cas d'un sy&ste avec deux@es Eels, assoésa deux constantes de
temps, on peut approcher le temps @pansea 5% par trois fois la plus grande
constante de temps du s§ste,a la manére d’'un premier ordretsy, ~ 37, oU
71 repesente la plus grande des constantes de temps;;

— dans le cas d’'un sy&sine avec deuxdes complexes, laéponse indicielle est
comprisea l'intérieur d’'une enveloppe exponentielle connuet: e~¢“»* (pour
un échelon uni¢). Ainsi on pourra dire qué ¢ < éwin Cette valeur fournit en
géréral un bonne approximation illugtea la figure 3.6 page suivante.

L'ensemble des caraatistiquesévoqiees renseignent sur le comportement dyna-

mique de laéponse temporelle. Pour un siste du second ordre, on coresid que le
le compromis optimal entre amortissement et rapigt obtenu pout = ‘/75 ~ 0,7.
Le premier @passement est alors d€% de la valeur finale : l'instant du premier
dépassement correspond ainsi au tempsgensea 5% du syseme. La relation entre
premier épassement et coefficient d’amortissement est ibespar le trag de la fi-
gure 3.7 page ci-contre.

Cas des systmes du second ordre avecezo Oultre les caraéristiques dynamiques
souligrees pecdemment, on peut remarquer que la pentéorigine de la eponse
indicielle du systme, pour des Cl nulles, est nulle. Ceci reste toujours vrai en I'absence
de Zro, quel que soit le coefficient d’'amortissement. En revanche, ce n’est plus le cas
pour un systme du second ordre comportant @n@ La pente I'origine est alors non

nulle et son signe&pend du signe diezo.
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Réponse indicielle
12 T T T T T T T T T

10

Amplitude
[«2]
T
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FIG. 3.6 — Temps deaponser 5% d’'un syseéme du second ordre de coefficient d’amor-
tissemend, 6 et d’'un premier ordre de constante de tergisns
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FiGc. 3.7 — Correspondance entre premiépassementlf, ) et le coefficient d’amor-
tissement, pour un sy&@ne du second ordre
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Dans ce caswle zro esta partie eelle positive, le sysime est toujoura reponse
indicielle borree (comme on le verra plus tard ce gyse reste stable), mais ses pro-
prietes ne correspondent plada description qui &t faite pecedemment. Lagponse
indicielle cebute par une portiora I'envers> : elle commence parétrdtre avant de
croitre de nouveau et de se stabiliser. En comparaison avec wmsygtossdant un
zéro de néme module maiséuyatif, on note que le sy&wne possdant le ro positif
est moins rapide. En quelque sorte, il ne rattrape jamais le retard prisraarige,
les proprétes des pseudo-oscillations de éaanse indiciell@&tant identiques, comme
repesent a la figure 3.8.

Réponse indicielle

Amplitude
o
T
I

-10

-20

-30+

| | |
0.05 0.1 0.15 0.2 0.25
Temps (s)

-50
0

FiG. 3.8 — Reponse indicielle de deux sgshes du second ordre pésgant les rames
poles, 'un posédant un 2ro en -10 (en pointid), 'autre posadant un 2ro en 10 (en
trait plein)

3.2 Reponse harmonique des systnesa temps continu

3.2.1 Repgsentations et caradrisation de la reponse harmonique

On se place dans le cas d’un sk lirgaire invariant de fonction de transféits),
enrégime permanent sinugtal de pulsationv. On appelleréponse harmoniqudu
syseme la fonctionG(s = jw). On montre que lagponse du sy8tnea une eniée
sinusddaleu(t) = Asinwt est elle-n@me sinusiglale et sécrit :

y(t) = A|G(jw)|sin (wt + Arg{G(jw)})

La connaissance d€(jw) permet donc de &luire le comportementé&guentiel du
systme.
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La réponse harmoniqué'(jw) étant un nombre complexe fonction d’'une variable
complexe, on lillustre le plus souvent par des diagrammes mettant en correspondance
le module et 'argument d€'(jw).

Diagramme de Bode

Le diagramme de Bodest constité de deux courbes. La pregné donne le module
deG(jw) en cecibels (dB), quand la pulsationvarie :

Gap(w) = 20 log,, |G(jw)|.

La seconde donne I'argument @& jw), géreralement exprim en deges (leg), quand
la pulsationw varie :

p(w) = Arg{G(jw)}.

On utilise traditionnellement les termgain et dephase plutdt que les termes module
et argument.

L'intéret du diagramme de Bode provient du fait que le module d’un produit de
nombres complexes est le produit de leurs modules. Paéqaest le module en dB
d’un produit de nombres complexes est la somme de leurs modules en dB. Par ailleurs,
'argument d’'un produit de nombres complexes est la somme des arguments. On peut
donc tracer a@ment le diagramme de Bode de tout éysta partir de saé&ponse
harmonique dans sa forme fact@gsen sous-sysines d’ordre un et deux :

2
" (i) TI 0 (1 + 265 — (ww) )

jw ¢ / . ! . w w 2\
) i (Lt gmw) Ty <1 + 2580 — <—> )

G(jw) =

L’ échelle en abscisse du diagramme de Bode est logarithmique, pour méttidesrce
des proptes caradristiques des asymptotes des diagrammes, comme on le verra dans
le cas des systnes d’ordre 1 et 2.

Diagramme de Nyquist

Le diagramme de Nyquistst le lieu deGG(jw) dans le plan complexe, lorsque
varie de—oo a +o0o. Ce diagramme est orienselon lesv croissants. Ené&réral, on
choisit I'echelle du diagramme de Nyquist de sorte que le point complexe d’abscisse
—1, dit point critiqueapparaisse et puisétre sitie par rapport au lieu dé'(jw) a des
fins d’analyse (voir les cires de stabili plus loin).

Diagramme de Black

Le diagramme de Blackst le lieu orieré des points de coordo@es(y(w), Gyp(w))
lorsquew varie de—oc a +oc. On fait en gréral appartre le point critique de coor-
donrees(—180, 0) lors du tra€ de ce lieu, pour les @mes raisons.
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3.2.2 Reponse harmonique des sysmesélementaires
Sysemes du premier ordre

Fonction de transfert et reponse harmonique La fonction de transfert d'un sy&e
du premier ordre seédluit de (3.6) :

Y (s) K
G(s) = = :
(5) U(s) 14r7s
Il existe donc un ple pour le systme enp = —%. On remarque que cedfe corres-

pond au coefficient deatroissance du transitoire de &ponse indicielle (3.9).d% et
constante de temps sont aingdi:

— siT > 0 est petit, le systme est rapide ; alogs< 0 avec|p| grand;

— siT > 0 est grand, le sys8te est lent; alorg < 0 avec|p| petit.

La reponse harmonique asseea la fonction de transfert est :

K
14w

G(jw) (3.12)

Comportement asymptotique de la Eponse et diagrammes harmoniques La des-
cription de la eponse harmonique d’'un sgste se fait a@ment erétudiant sorcom-
portement asymptotiqu®ans un second temps, on cogtel cettectude par quelques
valeurs permettant d’obtenir I&ponse par interpolation. Le comportement asympto-
tique de la eponse harmonique (3.12) éabli dans le tableau 3.1.

w G(jw) équivalent| gain gain (dB) phase (deg

1 .
w < —, soitwr <« 1 K K Kgp =20 log;y K 0

T

1 K K
We = — a— —= Kip —3 —45
C T 1+ V2 B

1 . — K K
w > —, soitwr > 1 J — | K4 — 20 logyy 7 — 20 logy w -90

T TW w

TAB. 3.1 — Reponse harmonique d’'un sgste du premier ordre

On remarque que pour les pulsations grandes devant la pulsati@n% dite pul-
sation de coupur@a —3 dB, le gain diminue d&0 dB chaque fois que la pulsation est
multipliée parl0. La courbe du gain en dB suit donc une direction asymptotique qui
est une droite de pente20 dB/decade dans le diagramme de Bode dasthelle hori-
zontale est logarithmique (voir figure 3.9 page suivante). A la pulsatian observe
une aténuation du gain d& dB (d’ou I'appellation de pulsation de coupuae-3 dB)
par rapport au gain statique,z et un cephasage de-45 deg. Labande passantdu
syseme est la quenceB = 5= assoceea la pulsation de coupuee—3 dB.

Les diagrammes harmoniques du sysé du premier ordre de constante de temps
T = 0,01 s et de gain statiqué&l’ = 10 sont don@s aux figures 3.9 page ci-contre
et 3.10 page suivante. On note que la construction du diagramme de Nyquigtsest tr
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Diagramme de Bode

T T T T

A
o
@

3

=
o o
T T

Amplitude(dB)

|
=
o
T

Phase (deg)

-90 ; S ; HE T i R —
10 10 W= 16 10 10*

Pulsation (rad/s)

FiG. 3.9 — Diagramme de Bode d’'un sgste du premier ordre de constante de temps
7 =0,01 s et de gain statiqu& = 10

Diagramme de Nyquist Lieu de Black-Nichols

Axe imaginaire
Gain (dB)

I I I | I I L 1
-2 o 2 a 6 8 10 “180  -160  -140  -120  -100
-1 Axe réel K2=5 Phase (deg)

FiG. 3.10 — Diagramme de Nyquist et lieu de Black-Nichols d’un éyst du premier
ordre de constante de temps- 0,01 s et de gain statiqué&™ = 10
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incompkte si 'on ne s’inéresse qu’aux prof@ies asymptotiques de laponse harmo-
nique. Il faut pour construire le diagramme de Nyquist remarquer que :
1—j7w

R

est I'équation paragtrique d’un demi-cercle ceiétren dans le plan complexe (mais
si, faites le calcul .. .).

Sysemes du second ordre

Fonction de transfert et reponse harmonique La fonction de transfert du sysne
du second ordre seduit de (3.10) :

(3.13)

Cette forme particudire facilite le calcul des@es du systme, dont I'expression @te
établie par [equation (3.11). On rappelle que cédgs valent, selon la valeur du coeffi-
cient d’amortissement :

P2 = —(E£jV1I-8Hw,si0 <<
etp172 = —(f:l: \/52—1)wn S|£>1

On peut les ref@senter graphiqguement dans le plan complexe, comme cela estdait
figure 3.11.

Axe imaginaire

plx wny/T— €

WU Axe reel

FiG. 3.11 — Ples d’'un systme du second ordre de coefficient amortisserazitde
pulsation naturelley,,

La reponse harmonique issue de (3.13) est :

Kuw?
G(jw) = - .
(jeo) w2 —w? 4+ 2jéw,w
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w G(jw) équivalent| gain gain (dB) phase (deg
w <K wp K K Kip =20 log;og K 0

W, % 2% Kgp — 6 — 20 logyo & —90
w > wp 75;”% [i}‘;’% Kgp + 40 logig wn, —40 logg w —180

TAB. 3.2 — Reponse harmonique d’'un sgste du second ordre

Comportement asymptotique de la Eponse et diagrammes harmoniques Le com-
portement asymptotique d’un sgste du second ordre édabli dans le tableau 3.2. On
remarque que pour les pulsations grandes devant la pulsation natyrdkecourbe de
gain suit une direction asymptotique, qui est une droite de pentedB/decade dans
le diagramme de Bode (voir figure 3.12 page suivante). A la pulsatjda dephasage
vaut —90 deg ; le gain cepend, quana lui, de la valeur du coefficient d’amortissement
et I'on peut, selon les cas, avoir @tiuation ou, au contraireésonance Pour cela il
faut que le coefficient d’amortissement soitéiriéuré%ﬁ ~ 0, 7. Alors, a la pulsation :

wr =+1-28w,

le gain en dB passe par une valeur maximaleesiepr au gain statique. Lepefficient
de surtensiopquotient du gain maximal sur le gain statique (pas en dB, en valeur vraie)
vaut alors :

Q= 1

N

Le phenonene de ésonance appdtaclairement sur le diagramme de Bode de la fi-
gure 3.12 page suivante. On y a regené le cas d’'un sysime du second ordre de
pulsation naturelley,, = 100 rad/s et de gain statiqu€ = 10, pour differentes valeurs
du coefficient d’amortissemet Le diagramme de Nyquist et le lieu de Black de ce
méme systme sont donesa la figure 3.13 page suivante.

Dans le cas o le coefficient d’'amortissement est &ujgura un, le sysgsme est
tres amorti (egime agriodique) et il existe deuxdbes €els distincts. On peut alors
consicerer le comportement asymptotique du éps¢ commeésultant de la superpo-
sition des comportements des deux sousesyet d’ordre un, de pulsations de coupure
respectives.; etw.s.

3.3 Simplification d’un systeme continu
Cette section écrit comment simplifier un made, essentiellement en observant ses
poles et £ros. Cela s’appliqua des systmes lirgaires invariants d’ordre sapeur ou

égala deux.

Un syseéme lireaire invariant pogsie des ples (resp. desszos) complexes okels.
Les ples (resp. les@os) complexes vont syshatiquement par paire. En associant les
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Diagramme de Bode

T T T T —T T T

Amplitude(dB)
5 o B

|
N
o

|
(2]
o

Phase (deg)

&)

i C

10° 10" 10 10 10
Pulsation (rad/s)

FiG. 3.12 — Diagramme de Bode d'un syste du second ordre de gain statigtie=
10 et de pulsation naturelle,, = 100 rad/s, pour diférentes valeurs du coefficient

d’amortissement

Diagramme de Nyquist Lieu de Black-Nichols

Axe imaginaire
\ .
Gain (dB)
. i

L L L L L L L L L
K= 10 15 -180 -160 -140 -120 -100 -80 -60 -40 -20

Axe réel Phase (deg)

FiG. 3.13 — Diagramme de Nyquist et lieu de Black-Nichols d’'un é&yst du second
ordre de gain statiqug” = 10 et de pulsation naturelle, = 100 rad/s, pour diférentes
valeurs du coefficient d’amortissement
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poles (resp. les@ros) on peut toujours transformer la fonction de transfert pour obtenir
sa forme factorige :

s = K 1, (1+ 7is) TTE, (1 + 2505 + Lys?)
S) = — i )
S [T (1 + 759) HJ p+1(1+2 fj s + —55%)

J

On peut tracer le diagramme de Bode du &éyst en superposant les diagrammes as-
socis aux polydmes pesents au nuérateur et au@&hominateur :

— les polyromes d’ordre un, correspondant augs et £ros Eels;

— les polyromes d’ordre deux, correspondant adgs et £2ros complexes conjugs.
Pour comprendre, le mieux est de traiter 'exemple suivant.

[0 Exemple

On consi@ére le MCC Maxon F2260 (bobinage 885gjalétude au paragraphe 3.1.1,
dont on rappelle les caratstiques :

R = 1,44Q,

L = 56107*H,

J = 1,2910"* kg.n?,
f = 7,19107° N.s.m!,
K = 0,10N.m.A™L.

L'expression nurarique de la fonction de transferéfthie par lequation (2.28) €crit
alors :

1,384.10°
= . ) 3.14
G(s) s2 4 25725 + 1,39910° (3.14)
On la factorise sous la forme :
9. 8975
G(s) = ’ (3.15)

(1+0,01845)(1 + 0,0004s)”

Dans ce cas, on a deux constantes de temps, assaaeux ples €els distincts :

- T., = 0,0184 s est la constante de tempectronécanique, assaeg au ple
électronecanique du MCC : c’est la constante de temps la plus grande, @ssoci
au Ple le plus lent;

— 74 = 0,0004 s est la constante de tem@kectrique, assoee au ple électrique du
MCC : c’est la constante de temps la plus petite, agsoau ple le plus rapide.

Pour analyser le sysine, on a traea la figure 3.14 page 45 les diagrammes de Bode
asymptotiques de :

9, 8975
KoG e
¢Giliw) = 70018470
et
Coljow) = ————
2V9) = 1770, 0004w

ainsi que les diagrammes de Bode asymptotiquédtdeG(jw). Le principal ensei-
gnement de cette figure concerne les influences respectives des @esxle le
electrongcanique, asscei la constante de temps,,, grande devant,;, est pepon-
dérant. En effet, aux pulsations éfrfeures‘a}d, I'influence du ple électrique du moteur
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est quasi-nulle : le sysime se comporte comme un premier ordre aux bassggdnces.
L'influence du @le électrique ne se fait sentir que lorsque la pulsation est proche de la
pulsation de coupure asséeiau ple électrique (grossrement, dans laétade pece-
dente). Ora ces fequences le syine est dja tres amorti (d’enviror20 dB), a cause

de I'action du ple électrongcanique du moteur.

A titre de comparaison, si I'on repsente la@ponse indicielle du sy&tne avec al-
ternativement des metks d’ordre un puis deux, il n’est quasiment pas possible de les
differencier,a I'echelle du temps deeponse. On a donc @féere repesentera la fi-
gure 3.15 page ci-contre la déffence de@ponse indicielle entre les melés d’ordre un
et d’'ordre deux. Ce tr&cconfirme que le made d’ordre un offre une &s bonne ap-
proximation du comportement dynamique du éys¢,a I'exception peuétre du @but
du transitoire : le MCC, en tant que sgste d’ordre deux possle une &ponse indi-
cielle de pente null@ I'origine, alors que le systne du premier ordrequivalent aura
une €ponse indiciellé I'origine de penteK— L’hypothese est @anmoins seie phy-
siguement : elle traduit la possibditde regllger la dynamique &e a I'établissement
du courant dans le moteur devant celle traduisant la mise en mouvement du rotor, sous
I'action de la forceglectromotrice.

Fin de 'exemple OO

Les constatations faites sur cet exemple@®malisent. Lorsque deuxdfes sont suf-
fisamment distincts ledde le plus pés de I'axe des imaginaires, c'éstdire le plus petit
en valeur absolue, assédéi la constante de temps la plus grande, impose sa dynamique.
Il est ditdominants’il est suffisammentépaé des autres. Pour cela, un rapport de 10 est
géréralement admis. Si I'on doit faire une approximation pour simplifietude d’un
syseme dont le moele est d’'ordreeleve, on reglige donc les ples les plus rapides. Si
les les sont proches, il peut devenir plus hasardeux d’effectuer une telle simplification.
Dans le cas deddes complexes conju@s, introduisant uglement du second ordre
au cenominateur de la fonction de transfert, on peut @m®a considrer que la dyna-
mique liéea une paire deddes complexes conju@s est ggligeable devant celledea
un pole simple oua une autre paire dedfes complexes conju@s si la pulsation natu-
relle asso@ea cette paire est grande devant la pulsation naturelle de I'autre paire, ou
devant la pulsation ass@éa au ple simple.
Le cas deséros est similaire et on les simplifentre euxde la néme margre. En
revanche, on praale avec prudence pour ce qui est égliger un £ro péponderant au
vu de la valeur des@es. Ces notions concernant l'influence dékep et £ros en fonc-
tion de leurs positions relatives seromdutiles dans le cas de la syasie de correcteurs
dans le lieu des racines, que nous verraite section 7.4.
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=180 | - v s Arg{G}

FIG. 3.14 — Construction du diagramme de Bode d’'un moteur Maxon F2260

-0.02 | B

-0.04 B

-0.06 | N

-0.08 b

-0.12 N

-0.14 i

-0.16 N

-0.18 N

0.2 I I I I I
0 0.02 0.04 0.06 0.08 0.1 0.1

Temps (s)

FiG. 3.15 — Erreur de madisation dans I'hypothse d’'un moéle d’ordre un du MCC :
erreur sur lagponse indicielle pour un moteur Maxon F2260



Chapitre 4

Analyse des systmesa temps continu

4.1 Commandabilite et observabilie

Les notions deommandabilie et d’'observabilie sont fondamentales pougétude
des systmes en vue de leur commande. Elles s@également éfiniesa partir du
mockle d'etat du systme consiére, qui permet de les caréciser facilement @grce aux
criteres de Kalman.

4.1.1 Commandabilie

La commandabil@ d’'un syséme caraérise sa capad@ta voir son comportement
dynamiqueevoluer sous 'action de sa commande.

Définition 4.1 (Commandabilité d’'un syseme) Une variable détat z; estcomman-
dables'il est possible de @erminer une commande(t) sur un intervalle[ty, ¢
conduisant tougtat initial x;(to) en 0 en un temps, avect, < t; < ty. Si cette
propriété est vraie pour touty et pour toute variable du vecteur&tat, alors le systme
est ditcompktement commandable

Théoreme 4.1 (Crittre de commandabilie (de Kalman)) Un syséme lireaire inva-
riant d’équation dynamique état :

d
d_atc = Az + Bu
est commandable si et seulement si la matrice de comman@abilit
Com= (B AB ... A"'B)

est de rangn.

On parle couramment de commandabilile la paird A, B).

[0 Exemple

Consicerons le sysgtme de niveau de liquide gsené a I'exemple du paragraphe 2.1.3.
Ce syséme estégi par la loi dévolution :

dh
C— + h = Rq..
R dt+ q
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Sil'on choisit la variatiorh de la hauteur de liquide comme variablét de ce sysme
du premier ordre, le sysmeétant commanglpar les variations = ¢, du cebit d’entée
autour du ébit nominalg,, sonéquation dynamique dtat sécrit :

dz 1
=——==T+ =z u

dt RC™ ' C

et le systme est bievidemment commandable par application dueceitde Kalman
carB = % est non nul, donc de rang uegala I'ordre du systme.

On envisage maintenant que le ek soit alimer@ par la vanne d’ernle mais aussi
par I'intermédiaire d’un eservoir additionnel, comme cela est ieggné a la figure 4.1
[Arzelier 04]. Ce nouveauéservoir rempli d’'une hauteur, de liquide est de section
C,, de esistance de sortiR,, et se vide avec leabit ¢, dans le premieraservoir. Les

vanne ente

qo + qe _—

W ar

ho + h

vanne sortie

Dl

R

FIG. 4.1 — Scléma modife du egulateur de niveau de liquide

lois auxquelles obit maintenant le sy8te sont :
Cdh = (Qe +qr — QS)dtv

h
4s = R’
C,dh, = q.dt,
J— hr
ar = E

Sil'on choisit les hauteurs de liquideeth,, comme variables état :x; = h etxy = h,.,
I’ équation dynamique état du systme est maintenant :

d _ 1 1 1

_(xl) — RC RC | ([T1) 4 [T )y

dt \z _1 ‘
2 0 R.C. To 0
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L'application du criere de Kalman avec :

- _1
— RC R,C
R.Cr

et:

conduita calculer :

1 1
_ —(Cc T Re?
Com = (B AB)_(O i )

Le syseme n’est alors plus comgtement commandable, car la matrice de commanda-
bilité est de rang — 1 = 1. Plus pecigment, la variable:,, c’esta-dire la hauteur

du réservoir ajow n'est pas commandable par la vanne d&mtfce qui n’avait pas
échapg a votre bon sens).

Fin de 'exemple OO

4.1.2 Observabilie

L’ observabilied’'un syseme caradrise la possibilé de éterminer sotata partir
des mesures de sa sortie.

Définition 4.2 (Observabilité d’'un syseme) Une variable détatz; estobservables'il
est possible deé&terminerz;(t,) & partir de la connaissance de la sortie y(t) sur un
intervalle [¢y, t;]. Si cette prop@te est vraie pour tout, et pour toute variable du
vecteur détat, alors le sygtime est ditcompktement observahle

Théoreme 4.2 (Critere d’observabilité (de Kalman)) Un syseme lireaire invariant
dont la repésentation cBtat sécrit :

dx
dt
y = Cx+ Du

= Az + Bu,

est observable si et seulement si la matrice d’observéhilit

C

Obs = CA

CAn—l
est de rang.

On parle couramment d’observal#litle la pairé A, C).

[0 Exemple

On consi@re I'exemple du paragrapheguedent, avec pour sortie du sgste la hauteur
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d’eau dans leaservoir principal. Dans le premier caggervoir seul), la repsentation
d’'état du systme sécrit :

ad ~  RCT C
y = T

et le syséme est bielgvidemment observable par application duergtde Kalman car
C' = 1 est non nul, donc de rang uegala I'ordre du systme.

Si I'on consicere ensuite le cas du sggahe avec leéservoir additionnel, la nouvelle
repesentation ddtat est :

dz — —7C R:C’ ) 4 & ”

dt 0 R7-1C'T To 0 ’
_ T1

y = (1 O) (@)

et la matrice d’observabiBtvaut :

C 1 0
CA - Rlc RiC’

Le syséme est donc com@lement observable car la matrice d’observabést de rang
n = 2. La hauteur de liquide dans les de@servoirs peut don&tre reconstruita partir
des seules connaissances de la hauteur da@sdevoir principal et du made détat du
syseéme. Si vous en avez la curidsitvous @couvrirez comment on reconstruiétat
d’'un syseéme avec un observateur en cours d’option, en &oisiange.

Fin de 'exemple OO

4.2 Stabilite

La stabilite d’'un syséme est une autre caradstique fondamentale.

4.2.1 Stabilitt interne
Stabilité etétat d’equilibre

Un état dequilibre est unétat du systme qui reste non mod#ilorsque le sysime
est abandortna lui-méme. On dira qu’un sy8tne eststable si, écaré de sonétat
d’équilibre, il y revient.

Etats d’équilibre

D’apres la @finition pecedente, dans uetat déquilibre, dona commande nulle,
I' équation dévolution du systme :

d
d—’f:Ax+Bu
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devient :
Az =0. (4.2)
Deux cas peuvent alors seégenter selon les proptés deA. Pour bien comprendre

I'origine de ces deux cas, on rappelle |édieme reliant I'application liaire repesenge
par A a la dimensiom de I'espace vectoriel sur lequel elle eéfidie :

dim(lIm A) + dim(Ker A) = n,
qui s’écrit encore :
rangA + dim(Ker A) = n.

Si le noyau de I'application eséduita 'origine et donc le rang dd égalan, il n'y a
qu’une solution pour Bquation (4.1) x = 0. Dans le cas contraire, ranty# n, ce qui
est cetecé par le fait qu'alors detl=0. Il existe des solutions non null@sl’équation
(4.1), 'ensemble de ces solutions s’identifiarier A.

Casaidet A # 0 Dans ce cas il n’existe qu’une seule solution au&yst (4.1), en
x = 0. Le seulétat deéquilibre est donc I'origine de I'espaceédat.

[0 Exemple

On consi@re le cas du MCC. Si I'on prend comme sortie du &yst sa vitesse de
rotation et comme erée sa tension d’induit, le mete détat, dongé par (2.20), est tel
que :

Il en résulte que le sedtat dequilibre possible du sy&sine est obtenu quand = w =
0 etxy =i = 0, ce qui va de soit : le moteur est al@$arrét et le courant d’'induit est
nul! Autrement dit, sans alimentation de 'induit, le motétanta I'arrét, il y reste. ..

Fin de 'exemple OO

Cas ai det A = 0 Dans ce cas le noyau de la matric&wblution n’est paséduit
a l'origine et il existe une infiné d'états déquilibre tous compris dans un espace de
dimensionn—rang A, que I'on obtient enésolvant (4.1).

[0 Exemple

On consi@rea nouveau le cas du MCC mais la sortie du egst est maintenant sa
position angulaird. Le mockle d'etat correspondant (2.22) est tel que :
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Le déeterminant de la matrice @volution A est alors nul : il existe donc une infigit
d’états déquilibre. Si I'on EsoutAz = 0, on constate que tous les triplets tels que
xo = x3 = 0 sont desetats déquilibre, ce qui est bien naturel : le moteur pétrea
I'arrét dans une position angulaire quelconque de I'axagndition que son rotor ne soit
plus alimené et que sa vitesse de rotation soit nulle, ce quavericore de soi. . .

Fin de 'exemple 00O

Stabilité desétats d’équilibre

On peut caraétriser lestats déquilibre de trois magires comme cela est fait intui-
tivementa la figure 4.2. Dans le cas d’'@guilibre instabletoute modification de état

A e e

équilibre instable equilibre asymptotiquement stable  équilibre simplement stable

FIG. 4.2 — Repésentation intuitive des défents cas de stab#itd’'unétat dequilibre

autour de lequilibreéloigne le systme du point céquilibre initial. Dans le second cas,
le sysemeétantécaré de l'etat déquilibre initial, il y revient : on parle déquilibre
asymptotiquement stablEnfin, si le systme une foigcaré de I'etat dequilibre initial
retrouve uretat déquilibre different, lequilibre est ditsimplement stable

Dans l'espace dtat, on peut re@senter le comportement d’un sste perturb a
partir d’'un point dequilibre comme cela est faitla figure 4.3.

nouveléquilibre
equilibre initial

FiG. 4.3 — Les diferents types de stabé#idans I'espace dtat

4.2.2 Stabilitt BIBO

Sil'on consicere la stabilié du systme visa-vis de sa@ponse, on adopte |&finition
Suivante.
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Définition 4.3 (Stabilité BIBO) Un syséme esstable si toute entee borree produit
une sortie borge.

Cette cfinition caractrise lastabilite entée borree-sortie borge(BIBO usuellement
en abége, d’apes I'anglaishounded input bounded output

Condition sur les poles

Théoreme 4.3 (Critere algebrique de stabilite (pdles)) Un syseéme liréaire invariant
a temps continu est stable si tous sékep sont partie réelle strictementé&gative.

Le theoreme 4.3 permet deétierminer la stabilé du systme si I'on est capable de
calculer 'ensemble de sedles. On parlera dstabilité au sens large’il existe des
polesa partie eelle nulle et databilité au sens stricsi aucun de sesipes n’est partie
réelle regative.

D’apres la correspondance gu'il existe entidgs du systme et valeurs propres
de la matrice cévolution, le tleoeme pécdent peugtre appligé en calculant les
valeurs propres de la matriceédolution A, qui doivent alors toutestrea partie eelle
négative. Le tkoreme est valable pour tout sgste, qu’il soit en boucle ouverte ou
fermée. Pour un systne d’ordreélee, il faut gereralement recouria une ésolution
numerique pour éterminer les ples du systme. Pour cette raison, un certain nombre
de nethodes alternatives oa€ cevelopgees pour caraétiser la stabili d’'un syséme.

Crit ere de Routh-Hurwitz

Soit D(s) = a,s" +a,_18" 1+ -+ a.s° le polyrdme cenominateur de la fonction
de transfert du systne considré. Le criere de Routh-Hurwitz permet dérminer le
signe des racines de(s) sans pour autant avarcalculer leur valeur.

Théoreme 4.4 (Critere de Routh-Hurwitz) Le syseéme est stable siles, Vi = ¢, ¢+
1, ..., nsontde rBme signe et du@&me signe que lédéments de la prerare colonne
du tableau suivant (dit tableau de Routh) :

Qp, Ap—2 Ap—4
Qp—1 ap—3 an—5
bn—l — an—lan(;f;lanan—ii bn—3 — an—lana—:;an an—5 bn—5
c — bpn—10n—3—0n_1bn_3 c — bn—10n—5—an_1bn_s
n—1 b1 n—3 b1
dn—l — Cn—1bn—3—bn_1cn—3

Cn—1

Le nombre de changements de signes dans la prernsblonne indique le nombre de
poles instables du sy&me. Dans le cagicapparérait un 2ro dans la prergre colonne
du tableau, il convient de le remplacer par un scalaire 0, et de poursuivre le calcul
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du tableau et I'application du céte en sachant que ce nombre est positif. Si le scalaire
directement sous est positif, il existe un ple a partie eelle nulle. Sinon, il existe un
pOle a partie eelle positive.

Pour retenir comment I'on construit le tableau de Routh, on remarquera que, par

exemple :
Ap—10p—2 — Apdp_3

bnfl = a
n—1

peutétre obtenu par laagle meémotechnique :

ap Ap—2

ap—1 (Gp-3

0 Exemple

Cas des systmes d’ordre un, deux et trois.Un syseme d’ordre un de fonction de
transfert :

Y(s) K
G = =
(5) U(s) 147s
posede un unique@ep = —1. Un tel syseme est stable si > 0, résultat qui avait

déja éte avane.

Un syséme d’ordre deux de fonction de transfert :
_ Kuw?
w2 4 26w,s + 2

G(s)
pos&de une paire dedtes :

pro = —(E+ /1=, si0<E< 1
etp1’2 = —(fj: \/527—1)(,0”, S|€ > 1.

Si les @les sont complexes, le sgste est donc stable si le proddgit,, est positif. Si
les ples sont éels le systme est stable ¢ — /&2 — 1)w,, > 0. Dans les deux cas
le syseme est toujours stable &iet w,, sont tous deux positifs. Que ce soit pour les
sysemes du premier ou du second ordre ces hygxeth sont en accord avec la signifi-
cation physique que I'on a doaraux termes, ¢ etw,,, qui doiventétre positifs.

On consi@re enfin un sysime d’ordre trois de fonction de transfert :

K

1+ a8 + CL252 + CL3837

G(s)

aveca,, as etas tous positifs. Si I'on construit le tableau de Routh de ceesyston
obtient :

as ay 0

a9 1 0

aiaz—as 0 0
az

1 010

0 00
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L'application du criere de Routh-Hurwitz implique que le syste est stable si
ajas > as. Dans le cas contraire, il existe deugl@sa partie eelle regative (deux
changements de signe). &, = a3, on obtient la modification suivante :

ag la; |0
a | 110
el 0]0
11010
01010

On peut en dduire que le systme posade un ple a partie eelle nulle. Cesésultats
sont illustés par diferentes applications nuariques :
— équation caraétistique :s® + 2s> + s + 1 = 0, racines :—1, 755 et —0, 123 +
0,745j : le syskme est stable;
— équation caraétistique 2s*+s*+s+1 = 0, racines —0, 739 et0, 11940, 8145 :
le syséme est instable ;
— équation caraéristique s> + s? + s+ 1 = 0, racines —1 et +j : le syseme est
en limite de stabili.

[0 Autre exemple

On s’interesse& un pro@ce de fonction de transfert :
5000

$3 4 612 + 560s + 500

Il s’agit d’'un syséme du troigme ordre san<ro.

F1(8> =

Boucle ouverte : calcul des ples Pour étudier la stabilé du systme en boucle
ouverte, on peut tout d’abord tenter de calculer sdsep Pour un polydme d’ordre
sugerieura deux I'obtention analytique de$lps recessite certaines conditions. Ici, on
remarque facilement qug = —1 est racine du poly@me dcenominateur, ce qui nous
permet de factoriser :

s® 4+ 615% + 560s + 500 = (s + 1)(s* + 60s + 500).

On peut alors chercher les racines du polyre du second degk? + 60s + 500. Elles
valent :
Db2/3 = —30 £ VA,

ol A’ = 302 — 500 = 202 est le discriminantaduit. On obtienp, = —10 etp; = —50:
les ples du systme sont donc tousels et ggatifs. Par coregjuent le systme est
stable.

Boucle ouverte : critere de Routh-Hurwitz  Si I'on ne remarque pas quel est un
pdle, soit on a recoura une esolution nurarique, soit on peut appliquer le @it de
Routh-Hurwitz. Le tableau de Routh donne :

1 560 | 0

61 500 | 0

551’ ] — 61><5606;l><500 0 0
500 010

0 010
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On en cduit que le sysgime est stable, car tous les coefficients du patya cenomi-
nateur et tous leslements de la preraie colonne du tableau de Routh sont positifs.

Fin des exemplesd0




Chapitre 5

Sysemes asservia temps continu

5.1 Les differents types d’asservissement

Le sctema @réeral d’'unasservissemenest celui d’'un scema boua@ sur lequel
on utilise des mesures pour effectuer une corégestion (voir figure 5.1). L'enée du

l perturbation

réference erreur commande
—>®—> correcteur ————————®| proede

mesure

capteur |e—

T bruit

FiG. 5.1 — Scléma de principe d’un asservissemariemps continu

systme est corrige en fonction de la diéirence entre ungrandeur de eferenceet la
grandeur de mesure c’est le Ble ducorrecteur qui produit lacommandelu pro@&ce.
Dans un scéma tenant compte des imperfections, on pourra |@clsant tenir compte
des erreurs de metes, de€léments non maelises ou non moélisables et des bruits
sur les capteurs.

Pour effectuer I'asservissement du gyse, on peut avoir recouasdifferentes tech-
nigues. Dans le cadre de ce cours, neuslierons deux cas, selon quetéit du systme
est mesurable ou non. Dans le cas Itetat est comg@tement mesurable, on utili-
sera la repgrsentation ddtat du systme et une contretaction de type retour état
pour conérer au systme le comportement dynamique et &gime permanent sou-
haitt. En toute rigueur, ceci pourrait augdre fait néme si I'on ne dispose pas de
la mesure complte de létat, mais que celui-ci est congpément observable. Cepen-
dant, la construction et I'utilisation d’observateurs permettant d’estindééatInétant
pas abordes ici, on supposera qu’en I'absence de mesure aengé |etat, 'asservis-
sement par contreeaction se fait sur la sortie. On est alors dans Iést@hde I’Automa-
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tique classique et on utilise la r&ggentation du sysine par sa fonction de transfert pour
effectuer la correction. Les asservissements &netintroduits selon cette melisation
classique au paragraphe 5.2. Dans un second tempsesernpera au paragraphe 5.3 les
asservissements par retouetit.

5.2 Asservissement classique

On se place dans le casi@n ne dispose pas d’une mesure cartgpbe |etat et on
suppose que celui-ci n’est pas mesurable.

5.2.1 Sclema d’'un syskme asservi

La contre-gaction porte sur la sortie, comme cela est figsur le sckma de la
figure 5.2. Ce saddma correspond aux exemples desidans I'introduction de ce cours.
Les cefauts de moelisation sont assinésa des perturbations, qui apparaissent dans la

l perturbation

réference erreur commande sortie

—>®—> correcteur > proccde

mesure

capteur |

T bruit

FIG. 5.2 — Sclema de principe d’'un asservissemartemps continu

chdne directede 'asservissement (ou dna d’action). Les imperfections de mesure
sont mo@lisees par debruits de mesurequi apparaissent dansdhane de retourou
chdne de contre&action).

De manere plus quantitative, on regsente les diéfrents blocs du sy&ste par leur
fonction de transfert et les signaux par leur transfeende Laplace, pour obtenir le
schema bloadu syséme. On adopte le sema 5.3 page suivante comme &ata gréral
d’un asservissement. Les difents termes sont :

— Y, (s) : réference (owrandeur de consigne

— Y (s) : sortie (ougrandeur EgiEs ;

— Y,.(s) : mesure ;

— E(s) : erreur?! (ou écarf) de I'asservissement
— ('(s) : correcteur ;

— U(s) : commande du prézk ;

— P(s) : perturbation ;

1La definition de ce terme peut varier selon les auteurs, certains é@asicjue I'appellation d’erreur
est relativea la differenceY;.(s) — Y (s).
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P(s)
|+

+ 5 E)
><T > C(s) | cils) F=&—| Gas)

Y (s)

Hys) [+—C)=— Hi(s) |=

FIG. 5.3 — Sclema bloc d’'un asservissementemps continu : casegeral

— B(s) : bruit de mesure .
Si G(s) = G4(s) Ga(s) est la fonction de transfert du prede, on note (petit abus)
CG(s) = C(s)G(s) la fonction de transfert de la ciree directe. Par ailleurs, on note
H(s) = Hy(s) Hay(s) lafonction de transfert de la ciree de retour.

5.2.2 Expression de la fonction de transfert

Dans une prengre étude, on ne tient pas compte eengral des perturbations et
du bruit. L'asservissement prend alors la forme espnéea la figure 5.4. Ldonction

Y, (s) Ul(s) Y (s)

X)— c(s) F—> G(s)

Y (s)

FIG. 5.4 — Asservissemeattemps continu igal

de transfert en boucle ouver(6TBO) de ce sysime estC(s)G(s)H (s), que I'on
note CG H (s), toujours par abus et commoglitll s’agit de la relation ende-sortie du
systéme quand la chae de retour n’est pas conneetau comparateur Lfanction de

relation entee-sortie du sysime boucé Le systme de Ia figure 5.4 @it auxéquations
suivantes :

(s) C(s)E(s), (5.1)
(s) = Yi(s) —Yn(s), (5.2)
(s) H(s)Y (s), (5.3)
(s) G(s)U(s). (5.4)
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D’apres (5.1), (5.2) et (5.3) :

et donc, d'apes (5.4) :
Y (s) = CG(s) (Yi(s) — H(s)Y (s)).

Finalement, la FTBF €crit :

Y (s) CG(s)

Y,(s) 1+CGH(s) (5-:5)

Il est utile de retenir ceésultat (et par ailleurs de savoir le egdontrer). On montre
aisement que la FTBF et la FTBO ont leeme ordre.
L’ équation caradristiquedu syseme en boucle ferge donne lesgles de la FTBF,
déduite de (5.5) :
1+ CGH(s) =0. (5.6)

Pour tenir compte des imperfections repenées sur le sédma 5.3 page ci-contre,
on calcule la transforée de Laplace de la soriéel’aide du tleoeme de superposition.
Onécrit pour cela que la sortie est la somme des sorties obtenues par les d@pipss
de I'entiée, de la perturbation et du bruit (péster ainsi simplifie le calcul). On trouve,
apres quelques sémas et calculs :

CG(s) Y.(s) + Ga(s) P(s) — CG(s) Ha(s) B(s)‘

Yis) = 1+ CGH(s)

[0 Exemple

Pour €aliser I'asservissement de la vitesse du rotor d’'un MCC, on utilise |&srsch
de principe vus mreédemment. On choisit dégler la vitesse par une tension d’éxr
y,. Celle-ci correspond une vitesse de rotatioresiieew,. La vitesse du rotor est me-
surée par une grératrice tachyrétriquée placge sur I'axe et quiélivre une tensiow,,
proportionnellea la vitesse de rotation de I'axe. Le gctha-bloc de I'asservissement
ainsi eali® est repesent a la figure 5.5 page suivante, en haut. La grandeur asservie
étant la vitesse de rotation, on parlera d’asservissement de vitesse du moteur.

On pourrait concevoir de psenter ce sé@ma diferemment bie@videmment, no-
tamment en faisant appéir un retour unitaire, c’esi-dire en consigrant que la
grandeur asservie est la tension image de la vitesse. On obtient alor&masde la
figure 5.5 page suivante, au milieu. On pégalement faire appdtee la comparai-
son entre les vitesses en redessinant l@mmehbloc sous la forme sugge a la fi-
gure 5.5 page suivante, en bas. On fait ici apiagrda variable interradiairew,.

Fin de 'exemple OO

2|l s'agit d’'une machinea courant continu fonctionnant erémgratrice, qui élivre la force
électromotrice induite aux bornes de I'induit, donc une tension proportiormé&lgitesse de rotation.
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Y- (s Ul(s Qs
82+RJL—}:]LfS+ RfLJrJKQ
Y (s)
K,
Ye(s) + U(s) K Q(s) Yo (s)
o Cs) 2 RJ+L€‘J Rf+K2 Ko
_ S o St M
Y, (s Q-(s Ul(s Qs
(s) o (s) + s o) (s) K (s)
Ko 24 RIELE o RITKD

Fic. 5.5 — Asservissement de vitesse d’'un moteaourant continu

5.3 Asservissement par retour détat

On se place dans le casidon dispose de la mesure corefe de Iétat.

5.3.1 Sclema d’'un sysEme asservi par retour détat

La contre-eaction est&alise par urretour d’état comme cela est repseng sur le
sclema de la figure 5.6 page ci-contre.

5.3.2 Expression de la repesentation détat du syseme corrigé
On consi@re tout d’abord une loi de commandgroportionnellea I'état :
u=—Kuz, (5.7)
ou, dans le cas monovariablg, est une matrice ligne de coefficienéets :
K= (K Ky ... K,).
La prise en compte de la commande (5.7) dadguation détat du systme conduit au

nouveau modle dévolution :

dx

— = (A— BK)z. 5.8
= )z (5.8)
Le choix de la matrice de gaii permet donc deagler le comportement dynamique du

systme.
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l perturbation

reference commande sortie

——————®| correcteur > procde

A
etat

mesure

capteur

T bruit

FIG. 5.6 — Scléma de principe d’'un asservissement par retoétad’

Outre la dynamique, on souhaite égngral dans un asservissement imposer le com-
portement du&gime permanent. Le plus souvent le cahier des charges indique que la
valeur de la sortie do&treégalea une grandeur déférence. Il faut donc introduire cette
réference dans notre loi de commande par retoatad. Soientr,, et u,, les gimes
permanents deétat et de la commande respectivement. La commande par reébair:d’

U— Us = —K (T — 2s) (5.9)

est telle queu = u,, des lors quer = z... Le probbmea résoudre consiste doric
déterminerz, etu,, permettant d’obteniy, = y., en sortie, en@gime permanent. Les
equations cétat du systme en eégime permanent donnent :

0 = Az, + Bue, (5.10)
Yoo = Cxoo+ Dy (5.11)
Sil'on pose :
Too = nyom
Uoo = Nuyooa

on peut faire dispafte y,, dans leequations (5.10) et (5.11), ce queme au nouveau

)
(J]\V[) B (é g)_l ((1)) (5.12)

En inerantNV, et N, détermirés par (5.12), il vient :

qui une fois inverg donne :

U = Nuyr - K(l’ - nyr)7

soit :

uw=—Kz+ Ny,, (5.13)
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Yy
Yr _ + u | 4z Az By
—| N . —»| di
y=Cx+ Du
B T
K -

FIG. 5.7 — Structure compte d’'une commande par retouétht

avecN = N, + KN,. Ce sciéma de commande est illustx la figure 5.7.
La commande du sy&ine par retour @tat dongee par lequation (5.13) conduit au
mockle d'état complet en boucle fege suivant :

d i
-% — (A- BK)x + BNy,
y = (C— DK)x+ DNy,. (5.14)

[0 Exemple

Pour galiser I'asservissement de la vitesse du rotor d’'un MCC par retétatd| faut
disposer de mesure de setat. Ceci est-il le cas dans I'une ou l'autre deséspntations
d’état du MCC pesenkes au paragraphe 2.3.27? Dans le premier cas on avait choisi
r1 = w etxy = i, alors que dans le second cas= w etzy, = % Si I'on choisit de
réaliser le variateur du MCC, on a besoin de mesurer le courant d’induietende
I'asservir, pour bien en nigiser la dynamique, notamment lesghssements, qui pour-
raientétre destructeurs. En pratique, il est rare de disposer del@ation angulaire

du rotor. En revanche, il existe diifents moyens pour mesurer la vitesse angulaire du
rotor, par exemple avec unéiggratrice tachyratrique. Un retour ddtat eali€ d’apes

la mesure de 8tatr = (w i)” correspondra au séima de la figure 5.8.

y=Cx+ Du

— +
r = Wr _ u dz _
A

:EQZi

K>

A

r1 =w

A

K1

FIG. 5.8 — Asservissement de vitesse d’un mogeaourant continu par retouré&tat

Ce sclema de commande eatmettre en regard avec le grha dasservissement
avec boucles imbricges preseng a la figure 5.9 page suivante. Si I'on compare les
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Fic. 5.9 — Asservissement de vitesse d’'un mot@ourant continu avec boucles im-
briquées

expressions des commandes produites par 'un et l'autre de cemashon obtient,
dans le cas de I'asservissement par retoatat’:

u= Nw, — Kjw — Kyi, (5.15)
alors que dans le cas de la correction avec boucles in#e&ul vient :

U(s) = (Culs)(h(s) = Q(s)) — I(s)) Ci(s),
= Cu(8)Ci(8)(s) — Cu(s)Ci()(s) — Ci(s)I(s). (5.16)

On constate que le choix de deux correcteurs proportionnels de gains respectifs
Co(s) = % et C;(s) = K, pour I'asservissement avec boucles imbégs transfor-
merait (5.16) en :

U(s) = K1Q.(s) — KiQ(s) — Ky (s),

qui esta comparer avec (5.15).

On pourrait effectuer la Bme analogie entre un asservissement de position du MCC
par retour détat et un asservissement de positoooucles imbrigées avec retours de
courant, de position et tachytrique (voir TP sur le MCC).

Fin de 'exemple OO




Chapitre 6

Analyse des systmes asservia temps
continu

6.1 Stabilite

Les notions et créres de stabili cefinis dans le caségéral d’'un systme quel-
conque sont bie@videmment valables dans le cas d’'un égst asservi. En particu-
lier, le calcul des ples du systme permet de conclure ingdiatement sur sa stabdit
Néanmoins, dans le cas patrticulier des &ysts asservis, on dispose de plusieurs autres
résultats qui permettent de conclure sur la sta@bilitun sysétme en boucle feréea
partir du moele de la boucle ouverte.

6.1.1 Critere de Nyquist

Le critére de Nyquisest un criere fondamental la base de diverses variantes pour
'analyse de stabilé. Son application est b@s sur le trag dans le diagramme de Ny-
quist du lieu de laéponse harmonigue en boucle ouverte. Pé@temniner le lieu il faut
tout d’abord @finir le contour de Nyquisf . Il s’agit d’'une courbe du plan complexe
comprenant I'axe des imaginaires et dont les @xites sont rekesa I'infini par un
demi-cercle cenéra I'origine et sit@ dans le demi-plan droit (voir figure 6.1 page ci-
contre). Le contour est origmntelon le sens anti-trigona@trique, c’esia-dire selon les
w croissants sur I'axe imaginaire. Sila FTBO peds des ples ou des&ros sur I'axe
imaginaire, le contour doiétre modifée de facora exclure ces points particuliers. La
figure 6.1 page suivante donne une illustration de ce quegbele contour de Nyquist
dans le cas @éral et dans le casude syseme posade une paire degtes complexes
conjugLées entjw,. Quand un point d’affixe = o + jw parcourt le contour de Nyquist,
la FTBO du systme parcourt ldieu de Nyquist complétN. Ce lieu est syratrique
par rapporta I'axe el et I'on peut se contenter de calculer d’abord la partie corres-
pondant aux points du contour de Nyquagpartie imaginaire positive. On rend ensuite
synetrique le lieu par rappo# I'axe €el.

Le trac du lieu de Nyquist permet deetkrminer la stabilé du systme en boucle
fermée en examinant la facon dont le lieu de Nyquist entoure le point critique, d’af-
fixe —1.

1Ainsi appek pour marquer la diffrence avec lieu de Nyquist vugzédemment.
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1 Axe imaginaire 1 Axe imaginaire
+jo0 +joo

Jw1 X:)

/

0 Axe réel 0 Axe réel

—Jjwi )()

CN CN

FIG. 6.1 — Contour de Nyquist

Théeoreme 6.1 (Critere de Nyquist) Soit un systme dont la fonction de transfert en
boucle ouverte possie P pbdlesa partie réelle strictement positive §es instables).
Soit N le nombre de tours fait par le lieu de Nyquist autour du point critique, cémspt
positivement dans le sens trigonetmque.

Alors, le nombre de@les instables du sy&ine en boucle feree est :
Z =P—N.

Ainsi, le systme est stable en boucle f&ensi le lieu de Nyquist complet fdi tours
autour du point critique.

On prendra garde au fait que les tours sont comptakiligns le sens trigon@tnique
alors que le contour de Nyquist est orieans le sens anti-trigon@tnique.

[0 Exemple

Consicerons le cas du MCC en s’ieessant la positiond de son rotor. A partir de
la fonction de transfert en vitesse du gyate, donge par [equation (2.30), otablit
par ingégration :

@(S) . KG

U(s)  s(1+7gs) (14 Tems)’
Pour ne pas trop compliquer le prébie, on se limite tout d’aborun moale d’ordre
deux en rgligeant le ple électrique du moteur, soit :

@(S) . KG
U(s)  s(1+ Tems)
et on suppose que I'on chercheasservir le sygme avec un correcteur proportionnel

K,, le capteur de positioatant assimé a un gaink’y, conformeément au sadma de la
figure 6.2 page suivante.

G(s) =
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Yy (s) O(s)
— Ky ~ G(s)
+
Yi(s)|

Ko

FIG. 6.2 — Asservissement de position d'un MCC

Tracons tout d’abord le contour de Nyquist du sysé. En raison dugde a I'origine
di a I'intégration entre vitesse et position angulaire, il €tassaire d’exclure I'origine
du plan complexe du contour, comme cela estéspné a la figure 6.3. Comme in-
A Axe imaginaire
“+00

400
Axe réel

)

0

Cn

FIG. 6.3 — Contour de Nyquist pour I'asservissement de la position d’'un MCC

dique, on ne consigre que la partie du contoarpartie imaginaire positive. La partie
du contour de Nyquist entourant l'origine peiite pararatree pars = pe’®, aveca
croissant de @ 7 et p tendant vers 0. Les points de I'axe imaginaire sont eux d’affixe
Jjw avecw € [p, +ool. Enfin, la fermeture du contour de Nyquist correspond aux points
d'affixe s = pe/™ aveca décroissant d€ a 0 etp tendant vers l'infini.

La fonction de transfert en boucle ouverte du égst sécrit :

CGH(s) = —car
s (14 Tems)’

aveCKcqn = K,KqKy. La partie du contour autour de I'origine a pour image par
CGH le lieu des points d’affixe :

K .
CGH(s) = _oeH P,

pel®
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avecr = % tendant vers-oo et 3 = —a décroissant de @ —7. L'axe imaginaire a
pour image pa€'G H le lieu des points d’affixe :

Koo

COHGW) = 50 o)

Cette partie du lieu de Nyquist n’a pas de particubarédmarquable. On peut la tracer
a partir du calcul de la partiecelle et de la partie imaginaire d&- H (jw) lorsquew
varie de0™ a+o0 :

. KeauTem
Re(CGH(jw)) = — 55 jif‘g 5

. B Koen
Im(CGH(jw)) = —

w(l+72,w?)

Le trac est donaa la figure 6.4. Enfin, la fermeture du cont@ufinfini a pour image
parCGH le lieu des points d’affixe :

Kecan
; )
Tempz 62](1

CGH(s) =

réduita I'origine car dans ce castend verstoo. Le lieu correspondant est ré&gseng
alafigure 6.4.

A Axe imaginaire

w— 0"

Axe réel

—1 w — 400 +o00

w— 0t

FIG. 6.4 — Lieu de Nyquist pour I'asservissement de la position d'un MCC

Le syséme ne comporte pas délp instable, don@ = 0. En cecrivant le lieu dans
le sens trigonoi@trique, on n'entoure jamais le point critique, quelles que soient les
valeurs des paragtres du proldme, dongV = 0. On en @duit que lI'asservissement en
position d'un MCCa I'aide d’'un correcteur purement proportionnel est toujours stable,
ce qui est normal puisque il s'agit d’'un sgste du second ordre.

Attention cependant aux hypatbes de maglisation : si 'on ne gglige plus le ple
électrique du sysime, pour des valeurs assez grande& glen montre (...) que le lieu
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A Axe imaginaire

w— 0"

w — 4o

Axe reel

-

w — —00 _l_oo

w— o0t

FIG. 6.5 — Lieu de Nyquist pour I'asservissement de la position d’'un MCC (bis)

de Nyquist prend la forme indig@e a la figure 6.5. Dans ce ca8, = —2 alors que
I'on a toujoursP = 0, le pole électriqueétant stable. D’ag@s le criere de Nyquist,
on a doncZ = 2, ce qui signifie que le sysime en boucle ferée poséde une paire
de ples instables. Bieavidemment, plus ledle €lectrique sera petit et d’autant plus
grand sera le gainatessaire pour conduire I'asservissenadinstabilite. . . Dans le cas
du MCC, cette hypotise reste valable longtemps : il faut ainsi appliquer des gaiss tr
importants pour atteindre l&gime critique (limite de stabiBf), ce qui conduit, bien
avant d’atteindre l'instabil&, a d’autres prolmes, comme par exemple la saturation
des actionneurs.

Fin de 'exemple OO

6.1.2 Critere du revers

Le critere de Nyquist est ietessant car il ne fait aucune hypesle restrictive sur le
syseme. Neanmoins son application est parfoeidatea mettre en ceuvre. Une version
simplifiée du criere de Nyquist, appeécritere du reverpeutétre appligée sous I'hy-
pothese que lesysemesoita minimum de phase&’esta-dire possde uniquement des
poles et 2rosa partie eelle regative et ne comprenne pas de terme de retard (dans le
cas contraire, on parlera de $istea non minimum de phake

Théeoreme 6.2 (Critere du revers) Soit un systmea minimum de phase.

Le syskme est stable en boucle fe&ensi en parcourant le lieu de transfede la
boucle ouverte selon les croissants on laisse le point critiquegauche dans le plan
de Nyquist (o droite dans le plan de Black).

2Lieu de la Eponse harmonique, tel queepeng au paragraphe 3.2.1.
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[0 Exemple

Le MCC étudi pecedemmenttant un systmea phase minimale, on peut lui appli-
quer le criere du revers. Alors, selon que I'oeglige ou non le Ple électrique, les
figures 6.4 et 6.5 donneront les tesade la figure 6.6. L'application du cie du revers

Axe imaginaire Axe imaginaire
} A
Axe réel — Axe réel
-1
CGH (jw) CGH (jw)
Cas toujours stable Cas instable
(mockle simplifé 2nd ordre) (grand gain proportionnel

et pole électrique pris en compte)
FIG. 6.6 — Crikre du revers pour I'asservissement de la position d’'un MCC

est imnediate. Dans le premier cas, on laisse le point crit@gauche dans le plan de
Nyquist en parcourant le lieu de transfert selondesroissants : le syéme est stable

en boucle ferrae. Dans le second cas, on laisse le point critigjdenite dans le plan de
Nyquist : le systme est alors instable en boucle féen

Fin de I'exemple 00O

6.1.3 Marges de stabilié
Stabilité et stabilité relative

Le critere de Nyquist, comme celui de Routh-Hurwitz, n'offrent qu’un verdict : le
syséme est stable ou non. Pourtant, ne peut-on pas, par exemple, qualiipede
stable>un syseme dont la&ponse indicielle oscillerait longtemps avant de se stabiliser
et de«tres stable un syséme pour lequel cette @me Eponse serait @piodique ?
Ainsi, les caradristiques assoeesa I'amortissement d’un syéstne donnent un premier
indice pour qualifier sa stabiit

En plus de ces caramistiques temporelles, on a coutume d'utiliser desi
frequentiels pour qualifier la stabéitrelative d'un systme. Par exemple, la position
du lieu de transfert par rapport au point critique permet de qualifier sa salpdit
simple extension du cete de Nyquist. Orevalue quantitativement la stab#id’un
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syskémea l'aide d’indices appéksmarges de stabil@ determirésa partir de lagponse
harmonique en boucle ouverte.
Marge de phase et marge de gain

On cefinit lamarge de phaspar :
M, =180 + Arg{CGH (jw,.)},

ol w, est telle queCG H (jw.)|ap = 0 dB et lamarge de gairpar :

1
N ‘CGH(jw,180)| ’

Mg

ou :
MGdB = -20 1Og10 |CGH(jw_180)]

ol w15 est tel quedrg{CGH (jw-130)} = —180. Ces deux marges de stal@lisont
calcukesa partir des propétes harmoniques du sgshe en boucle ouverte. Elles per-
mettent de qualifier la stabiéitdu systme en boucle ferge, d’apes le tleoeme sui-
vant.

Théoreme 6.3 (Stabilie et marges de stabilié) Le syseme est stable en boucle fé&ren
si la marge de phase ou la marge de gain duéyst en boucle ouverte est positive.

La valeur de la marge de phase permet donc de donner une image de laésthbilit
syseme. Pour se faire uneéd plus pécise, on peut comparer marge de phase et co-
efficient d’amortissement, comme cela est fait pour unesystdu second ordre la
figure 6.7 page ci-contre.

Les marges de stab#itpeuvenétre obserges indiferemment dans I'un ou l'autre
des diagrammes harmoniques. La figure 6.8 page suivante en donne une illustration
dans le diagramme de Nyquist, alors que la figure 6.9 page 72 illustre@essrca-
racéristiques, pour le Bme systme, dans le diagramme de Bode.

6.1.4 Lieu des racines

Le lieu des racinesl’'un syseme, encore appelieu d’Evans est le lieu des @les
de sa FTBF lorsque le gailf, de la chéne directe varie d® a +oo, conformement
au sclema 6.10 page 72. Il s'agit donc, pour un gysé de fonction de transfert en
boucle ouverte7H (s), du lieu dans le plan complexe degacines de Bquation ca-
racéristique :

1+ K,GH(s) = 0.

Le syséme en boucle fergeétant stable si sedfes restent dans le demi-plan complexe
gauche, il est alors facile de conclure sur la stabiih fonction du gain de la cime
directe.

L'ensemble desagles de construction du lieu des racines sont deardans tout
bon ouvrage d’Automatique, en particulier dans la plupart é&rences prsenées
dans la bibliographie. Aujourd’hui, l'utilisation d’outils de simulation pour tracer le
lieu des racines est vivement consgilen particulier pour des sgshes d’ordreele\e.

Le trace de l'allure du lieu, comgté par certains points caré&cistigues restedanmoins
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0.9
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Coefficient d'amortissement
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| |
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Marge de phase (deg)

Fic. 6.7 — Correspondance entre coefficient d'amortissenenmarge de phas¥,,

A
Axe imaginaire

,1;' W_180 1/Mc“-0 '.: =Axerée|
G(C{J—’iay
M‘P @(wc)
'\’wc
CGH (jw)

FIG. 6.8 — Marges de phase et marge de gain dans le diagramme de Nyquist
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Gap

\ We ;W—180 We

Gap(w-1s0)

cWe 1 W-180 w

-90
p(we)

—180 -

FIG. 6.9 — Marges de phase et marge de gain dans le diagramme de Bode

/
Y.(s) 4+ E(s) 7 U(s) Y(s)
>® - Kp —> G(S)

H(s) |=

FIG. 6.10 — Lieu des racines : principe
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utile, notamment dans un premier temps. Pour cette raison, on se contente de donner ici
I’énoné& des egles minimales de construction.

Soit N(s), de degeé m, le nunerateur de la FTBO du syshe etD(s), de dege
n, son &enominateur. Les prop@és principales permettant la construction du lieu des
racines sont les suivantes :

1. symetrie par rappora I'axe eel;

2. n branches;
— n points de @part, poutk’, = 0, confondus avec lesitesp; de la FTBO;
— m points d'arrivee, pourk,, = +oo, confondus avec le€rosz; de la FTBO.

3. n— m branches infinies :
— ces branches donnent — m asymptotes faisant des anglgés = %w,
avecA =0,1 ..., n—m — 1 avec I'horizontale;
— intersection des asymptotes avec I'agelrau point d’affixe) = i P2

4. branches du lieu appartenamnt’axe t€el : un point d’affixe eelle appartient au
lieu si le nombre de@les et £ros Eels de la FTBO sitesa sa droite est impair;

5. intersections du lieu avec I'axéel : un point d’affixe gellex est un point poten-

. , . s 1 dN(s) _ _1 dD(s)
tiel de £paration SN(s) —ds ey DO ds

S=XT
L'intérét du lieu des racinegside par ailleurs (et surtout en fait) dans la possaodjit’il
offre de #aliser la commande du sgste, comme nous le verrons plus loin.

[0 Exemple

On s’interesse au pré@ck de fonction de transfert :

5000
53 + 6152 + 5605 + 500

Fi(s) =

dont on aétudE la stabili€ en boucle ouverte au paragraphe 4.2.2.

Boucle fermée : calcul des ples ? critere de Routh-Hurwitz? Consicerons main-
tenant le systme de fonction de transfeft(s) obtenu en asservissant le ®sk initial
de fonction de transfett; (s) avec un correcteur proportionnel de géip et un retour
unitaire. On a :

K,Fi(s)
1 —+ Kp F1<S)’

5000
s3+61524+560s+500

5000 )
1+ Kp $34+61524+560s+500

5000
$3 4+ 61s% + 560s + 500 + 5000K,

F(s) =

Il n’est bienévidemment pas question détdrminer analytiquement les racines du d
nominateurs® + 61s? 4+ 560s + 500 + 5000K,,. En revanche, on peuéterminer pour
quelle valeur du gain proportionnél, le syseme asservi est stabdel’aide du criere
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de Routh-Hurwitz. Pour cela, construisons le tableau de Routh dénsgsde fonction
de transfertt’(s) :

1 560 0

61 500 + 50004, | O

33660—5000K, __ 61x560—1x (500+5000K,) 0 0
61 - 61

500 + 5000k, 0 0

0 0 0

On en cduit que le sysime asservi est stablesb, 1 < K, < 6, 732.

Boucle fermée : lieu des racines Le tra@ et I'exploitation du lieu des racines pren-
dront beaucoup plus de temps que I'application diwepgitde Routh-Hurwitz. A la fi-
gure 6.11 on a repseng le lieu des racines du sgshe de FTBQF; (s). On remarque

Lieu des racines
100 T T T T T T T T

80 b

60 - b

40 B

20 B

Axe imaginaire
o
1

-100 ! ! ! ! ! ! !
-140 -120 -100 -80 -60 -40 -20 0 20 40

Axe réel

FIG. 6.11 — Lieu des racines du sgste de FTBQF (s)

que les deux branches infinies complexes corgegldu lieu des racines sont en partie
dans le demi-plan droit. Donc, au deti’'un certaine valeur du gain de la @ha di-
recte le systme devient instable en boucle f&en Le gain limite de stabiét verifie
1+ K,Fi(jw) = 0. Ceci conduit resoudre lequation :

5000, Ly
(jw)3 4 61(jw)? + 560jw + 500

1+
Soit encore :
61w? — 500 + (560w — w?) = 5000K,,.

On retrouve alors le gain limit&, = 6, 732, determiré par la néthode de Routh, en
résolvant cett@quation.
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Influence d’'un zéro Alafigure 6.12 on a rejseng le lieu des racines du sgshe de

FTBO :
0,25+ 1

s3 + 6152 4+ 560s + 500

qui posgde les rdBmes ples queF;(s), le méme gain statique, mais péske en outre

un z&roa partie eelle regative en-5. Etant doné la valeur de ce&o, son influence sur

le syséme ne va pasétre regligeable. Comme on le remarqgue, le lieu est en effet sensi-

Fy(s) = 5000

Lieu des racines

8 T T T T T T T T T

Axe imaginaire
o
o)
|

-8 ! ! ! ! ! ! ! ! !
-50 —45 -40 -35 -30 -25 -20 -15 -10 -5 0

Axe réel

FIG. 6.12 — Lieu des racines du sgste de FTBQFy(s)

blement modi : il se trouve alors ifgralement dans le demi-plan complexe gauche.
Le syseéme est alors toujours stable en boucle fsenie £ro introduit a donc un effet
stabilisant pour le systne.

Boucle fermée : marges de stabilié Le trac d’'un diagramme harmonique prendra
lui aussi beaucoup plus de temps que I'application dem@itle Routh-Hurwitz. A la
figure 6.13 page suivante on a repeng le diagramme de Bode d&(s) (du syseme
en boucle ouverte donc) et fait appiira les marges de stabditqualifiant la stabilé
du syseéme en boucle ferée). La figure 6.14 page suivante illustre elle les marges de
stabilitt dans le lieu de Black-Nichols dg (s). On remarque que les marges de phase
et de gain du sys&tne de fonction de transfeft (s) sont finies et positives. Le sgshe
boucE sans correction est donc stable. La marge de phaséaistdeg et la marge de
gain16, 56 dB.

Enfin, a la figure 6.15 page 77 on a régeng le diagramme de Bode d&(s). On
note que la marge de phase augmente et que la marge de gain est infinie. Coéme not
préecedemment, le sy8ime est donc toujours stable en boucle femous 'action de ce
zéro. Il est nettement plus amorti.
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Diagramme de Bode
20 —

Of— —-- . . . : Ll

-60

Amplitude(dB)
5

-80

-100

-250

Pulsation (rad/s)

FIG. 6.13 — Marges de stab#itdu systmeF; (s) dans le diagramme de Bode

Lieu de Black-Nichols
20F 1 T .

50,78 deg

16,56 dB

Gain (dB)

-80

-100

-120

-140} 4

-160 |- B

L L L L
-250 -200 -150 -100 -50
Phase (deg)

FIG. 6.14 — Marges de stabgitdu systmeF (s) dans le lieu de Black-Nichols
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Diagramme de Bode

T T —TT T T T T T

Amplitude(dB)

Phase (deg)
]
]
T

107 10™ 10° 10" 10? 10°

Pulsation (rad/s)

FIG. 6.15 — Marges de stabiitdu systmeF;(s) dans le diagramme de Bode

Fin de I'exemple OO

6.2 Précision

6.2.1 Expression de l'erreur

On consi@ére un systme asservi tel que celui r&gseng a la figure 5.4 page 58.
On suppose donc que le syste est sans perturbation ni bruit de mesure. R'apes
equations (5.2) et (5.3) :

et donc, d'apes (5.5) :

CGH(s)Yr(s)

E(s) =Y,(s) — T+ CGHls)

L'expression de la transforee de Laplace de 'erreur est donc finalement :

Y (s)

(s) = HC’—GH(s) (6.1)
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6.2.2 Precision statique et pecision dynamique

La précision statiquelu syséme est caraétiste par I'erreur endgime permanent
en eponse&x unéchelon :

Eoo = tEeroo ().
Cette erreur est apperreur statique(ou erreur de positioh D’apres le tleoeme de
la valeur finale (voir les propgies de la transforée de Laplace, tableau 2.1 page 16),
on peut la calculea I'aide de lequation (6.1) par :

£ = lim sE(s). (6.2)

s—0

On parlera derécision dynamiquees que I'entee du systmeévolue de marre
continue dans le temps : par exemple dsigne parerreur de vitessda valeur de
I'erreur quand I'entee du systme est une rampe.

6.2.3 [Expression gnrérale de I'erreur

D’apres (6.1) et (6.2), I'expressioregerale de I'erreur d’un sy8tne asservi est :

sY,(s)
o = lim —————— 6.3
o = S T+ CGH(s) (6.3)
Les transformaes de Laplace des signaux tygamhelon, rampeetc.servanta analyser la
précision d’un systme sont connues. Il est donc possible de calculer notamment I'erreur
statique ou dynamique du sgste si I'on connt le comportement efi de CGH (s).
On choisit la forme (2.26) pour la FTBO :

CGH(s) = cltas Tt (6.4)

ou ¢, la classe du sysine, correspond au nombre dégrations pures psentes dans le
mockle du systme. Alors, la pecision du systme peuétre calcudéea I'aide de (6.3) et
(6.4). En effet, en tenant compte de ces deguations, il vient :

etl(q
e — lim sl 4+as+...)

50 K(1+ﬁ18+...)+30(1+a13+'..)n<3)- (6.5)

On établit alors facilement le€sultats du tableau 6.1 page suivante dag6.5). Par
exemple, dans le cas d'un sgBte de classe 0, I'erreur statique, épansex unéchelon
d’amplitudeEy, vaut :

e —lim S(1+0618+...) @_ Ey
om0 K14+ 6is+...)+(14+as+...) s 1+K’

Il est ai® d’'imaginer comment ce tablea@tnd au cas des sgstes de classe sepeure
a deux et au cas d’er@es polynomiales de dagsuperieur ouégala deux.
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, , E Vi
entie | échelony, = —° | rampeY, = —;’
S S
Ey
classe 0
1+ K >0
Vo
classe 1 0 —
K
classe 2 0

TAB. 6.1 — Pécision des sysimes asservis lgaires continus, en fonction de leur classe

6.2.4 Dualite stabilite-précision

On peut facilement comprendaepartir d’'un exemple que les notions de stabiét
de pEcision ne vont pas de pair. Ainsi, un #ste de classe 0 est d'autant pluégs
en boucle ferrae que son gain statique est grand, comme on pe@deick du tableau
6.1. Or, une augmentation du gain de la boucle ouverte diminue la marge de phase. En
effet, la courbe de gain dans le diagramme de Betdat translde vers le haut (voir
figure 6.16 page suivante), la pulsation de coupure est tréeslatrs la droite et donc
la marge de phase diminue.

Autre exemple : si le syste comporte une iagration les risques de le voir devenir
instable sont plus grands, le s¥ste ayant, d’'emBk,i. e. aux basses &quences, une
phase de-90 deg. C’est pour cela que I'on parle dealité stabilie-précision

6.2.5 Influence des perturbations

L'influence des perturbations sur lagoision du sygtme sera vue en TDud'on
etablira I'expression@rérale de I'erreur en gisence d’une perturbation.
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FIG. 6.16 — Dualié stabilie-precision




Chapitre 7

Commande des sygimesa temps
continu

La synthese de laaommande d’'un sy&itneconsistea choisir un type de correcteur
et ses paraetres pour remplir usahier des chargedonre.

7.1 Cabhier des charges

Le probEme poé au concepteur de la commande d’'un agst doit logiquement
se pésenter sous la forme d’un certain nombre de contragntestisfaire pour que la
sortie du systme offre les propétés desilees : amortissement,gision statique ou dy-
namique, temps de&ponse, bande passarg&; S'il est coterent, ce cahier des charges
doit bienévidemmengétre galisable : I'ensemble des contraintes imgesdoivenétre
compatibles et les performances attendues doivent tenir comptegddisation pratique
et donc des limitations impégsa tout asservissement. On peut formuler un cahier des
charges selon trois @occupations principales :

— stabilité : le syseme doit bienevidemmenttre stable, mais il faukgalement
gue son amortissement soit bienitrige. Certaines applications imposent par
exemple qu’il n'y ait pas de @&assement. En vertu de la correspondance entre
amortissement et marge de phase dans le cas d’'uensgsiu second ordre, on
admet g@réralement qu’une marge de phase comprise énte270 deg assure un
amortissement optimal au sgste. En dessous de cette valeur le &yt oscille
beaucoup lors des transitoires. Audl risque détre trop amorti, au&riment
de la rapidié ;

— précision: selon le cahier des charges et la classe desyston pourra attendre
des performances plus ou moiele\ees en terme de @cision. Si le sysime est
de classd), son erreur statique n’est pas nulle, mais inversement proportionnelle
au gain de la cHae directe. Pluit que d’augmenter ce gain et de risquer de sa-
turer I'entiee du systme ou de le rendre instable, oréféire quand c’est possible
introduire une inkgration ;

— rapidité : la rapidieé du systme en boucle ferée est lkea sa bande passante.
Un syseéme ayant une pulsation de coupar@dB Eleee est caraétis par une
constante de temps rapide. Célant, il faut & encore faire un compromis, la
marge de phase diminuant si la bande passante augmente.
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Bien évidemment, selon le nombre de contrairdiestisfaire simulta@ment, le correc-
teur obtenu sera plus ou moins complexe.

Les quatre prochaines sections séressent la description des athodes de syn-
thése utilisant la repesentation par fonction de transfert. L'objectif est alors de syn-
thétiser un correcteur selon le sema pésené au paragraphe 5.2. Aps avoir in-
troduit les correcteursPI D, on étudie les techniqueséquentielles de synise, puis
les techniques par placement delgs, pour enfin faire une (petite) digression sur les
méthodes empiriques. La sye#de d'un correcteur par retour dtat, dont le principe a
été presené au paragraphe 5.3, estsenée dans un second temps,&aho au place-
ment de ples dans le lieu des racines.

7.2 CorrecteursPID

7.2.1 Correcteur PID ideal

Les correcteurs les plugpandus sont de tygoportionnel, inégral, cerive (PID).
lIs permettent d’appliquer ces trois actioblgémentaires au signal d’erreti(s) pour
commander le sy8tme conforrd@menta la figure 7.1. La fonction de transfert d’'un cor-
recteurPI D idéal est ainsi :

C(s) = K, (1 + Ti + TdS) . (7.1)

)

U(s) Y (s)
+Td8) —>  G(s)

TiS

——()—> O(s) = K, (1 +

H(s) |=

FiG. 7.1 — Sclema bloc d’un asservissement avec correcielp

En pratiquea une catgorie de sygtmesa asservir donege correspond un type de
correcteur adapt: celui dont on sait, par egpence owetude, qu’il va le mieux convenir.
Pour effectuer un choix judicieux, il faut coritra les effets des difrentes actions,
proportionnelle, inkgrale et @rivée. On va tout d’abord les analysépsément.

7.2.2 Propriétes des actions proportionnelle, irégrale et cerivée

Action proportionnelle D’apres le tableau 6.1, on voit que lagaision du systme

est angliorée par une augmentation du gain de laiobalirecte, ce qui peétre €alie

par correction proportionnelle. En contrepartie, la stabditminue si le gain augmente.
Ceci est lillustration de la duaktstabilie-pecision pecedemmenévoqee. Le temps

de monée esteduit et le systme plus oscillant. En revanche, une augmentation du gain
proportionnel ne diminue pagoessairement le temps dgonse du sysme.
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Actionintégrale Lajoutd’unterme inégral dans la chiae directe augmente sa classe.
Par congquent, la pcision est amliorée : un systme stable et sans termeégtal,i. e.

de classe 0, voit son erreur statique ageuar I'ajout d’'une action iegrale. En contre-
partie, la marge de phase est diméeuded0 deg par I'ajout d’une iréigration pure. En-
fin, un correcteur irdggral pesente le @faut de saturer facilement, si I'erreur ne devient
pas nulle. Il faugventuellement envisager I'ajout d’aiispositif d’anti-saturation

Action dérivée Dans le cas d'un sysine de classe sapeure ouégalea 1, cette
action permet d’augmenter la bande passante ou de rendre éengyptus stablea
guement @alisable. On lui substitue donc s§statiquement un correcteur appréth
comme nous le verrons par la suite. On parle alorslidage du terme drivé. Le terme
dérive K,7,s du correcteur est ainsi classiquement remplpar I'approximation cau-
saleK, 74—, avecN assez grand. La formedduite de (7.1) par filtrage du termerd/é

est diteforme standard du correcteur/D :

1 TdS
=K,[1+— 7.2
o) = 1, (1+ 2+ 7). 7.2

avecN > 5.

Actions combinées Les actions pgrcedentes sontéréralement combiges. Les cor-
recteurs les plus couramment rencéstsont de typproportionne] proportionnel inégral
(PI) ouretard de phaséPI approcle), proportionnel cérivé (P D) ouavance de phase
(PD approcle) et enfinPI D ouavance et retard de pha$€ 1D approcie).

Bien évidemment la complexification d’un correcteur rend plus difficile sa ®geh
Les differentes rathodes que nous allons voir dans la suite de cette section ne sont bien
evidemment pas exhaustives, mais dresseahmoins un bon apercu.

7.2.3 Adequation correcteur/sysemea asservir

Le choix du type de correcteur estrggralement di@ par sa facuit a corriger les
lacunes du sygme asservi sans correcteur. Nous allons &@nsqguer ici les diférentes
combinaisons correcteurs-systes permettant déaliser des asservissements aux per-
formances satisfaisantes.

Correcteur a avance de phase (et correcteuP D)
Un correcteura avance de phase a une fonction de transfert de la forme :

B 1+ 7ys
P 14 arys’

C(s)

aveca < 1. Il peutétre vu comme un correctedtD approcle, sia < 1 : I'action de
ce correcteur approche en effet celle d’un correctelx aux pulsations irdrieuresa
w = 5, comme lillustre la figure 7.2 page suivante.

ILes correcteurs ditapproctessont en fait des correcteurs constraitpartir d’'un choix de ples et
de Zros. Leur fonction de transfert diffe donc de la forme habituelle d&9 D. Ceci n'em@che pas
gue le choix des@les et £ros les rendent proches de tel ou tel correctelib idéal.
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PD ideal
CdB -

K

b
20logy, ( m avance de phase

20log g K, =rem————— =

FIG. 7.2 — Correcteura avance de phase BiD idéal

L'intérét d’'un correcteua avance de phase esépiement d’'ajouter de la phase au
syseme en boucle ouverte, dans une certaine bandeedadnce. Ceci peut permettre
de rendre le sysme plus stable en augmentant sa marge de phase. Pour cette raison,
le correcteura avance de phase segte biena la correction des sy8tmes peu stables
comme les sysimes de classe s@ieure ouégalea un. On montre que l'avance de
phase maximale améa par le correcteur vaut :

. 1—a
SInpa = T
a la pulsation :
1
w = .
M \/aTd

A titre d’exemple, un coefficiend = 0,1 occasionne une avance de phase maximale
M, = 54,9 deg.

Correcteur PI (et correcteur a retard de phase)

Le correcteurP] a une fonction de transfert de la forme :

C(s) = K, (1 + i) _ Kl )

TiS TiS

Ce correcteur possle une action iggrale.ll convient donc bien lorsque I'on souhaite
annuler I'erreur statique d’'un systne de classe Il s’agit du correcteur le plus utilés
Contrairement au correctefD, il est touta fait réalisable physiquement. En revanche,
du fait de son action iggrale, il pésente lI'incon@nient de saturer facilement I'ear
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du syséme. Il faut alors I'associed un dispositif d’anti-saturation, constitle plus
souvent d’un simpléciéteur.

Le correcteun retard de phase, dual du correct@avance de phase, a pour fonction
de transfert :

1+7;s
Cls) = ally 750

aveca > 1. Il posde un comportement approchant celuiliaux pulsations sug
rieuresaw = % sia > 1, comme l'illustre la figure 7.3.

Cai

20logy a kK,

20log,o K,

FIG. 7.3 — Correcteur®[ et retard de phase

Correcteur a avance et retard de phase (et correcteuPID)

D’apres les paragraphesgmédents, on comprend qu’un correctawavance et retard
de phase approche un correctéurD. Sa fonction de transfert est de la forme :
1+71s 14758

C =
(5) P14+ args 1+brs’
——— N——

avance retard

aveca < 1 etb > 1. Ce correcteur est biggvidemment pluséréral que les correcteurs
précdents. Il a vocatioa corriger des systnes plus dlicatsa regler. Il n’est cependant
pas recessaire d'utiliser ce type de correcteur si le cahier des chargestpeoempli
par un des correcteursggedemmenévoqLes.
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7.3 Methodes harmoniques de syntlise de correcteur

7.3.1 CorrectionPI

On se pose tout d’abord le préohe de egler un correcteu’/ de fonction de

transfert :
1 K, (1 5
O(s) = K, (1 i _> _ M,
T;S TiS

c’esta-dire de choisir les valeurs des pagimsk), et ;. La méthode propdse utilise
le diagramme de Bode. On suppose que leesystest de class@&m et possde deux
poles Eelg, assodds aux constantes de tempset 7, avecr; > 7. On choisit de
compenser le@e dominant par le@o du correcteuP I, soitr; = .

Le diagramme de Bode asymptotique du eyst corri@ est repesent a la fi-
gure 7.4 page suivante. Une fois 18l@ dominant compe®s il est alors iréressant
de spcifier les contraintes du cahier des charges en terme de marge de phigse d
M,. On regere la pulsationu. a laquelle le systme a pour phase180 + M, deg. Il
suffit alors d'ajuster le gaitk, pour que le gain en dB de la boucle ouverte soitanla
pulsationw,.., conformementa la figure 7.4 page ci-contre.

7.3.2 Correctiona avance de phase

On s’interesse maintenant aéglage d’'un correcteu avance de phase, toujours
dans le diagramme de Bode. Le correcteur a pour fonction de transfert :

1+ 748
C(s) =K, Trars

aveca < 1. On suppose que le syshe est de classe 1 et peds un ple reef, assod

a la constante de temps. La méthode pesenkée impose que la contrainte de ragadit
du syseéme soit transfor@e en une contrainte de bande passante, si ce n'eséjds d
cas. Soitv, la bande passanté&siee pour le systime, le églage consista apporter le
maximum d’avance de phaaecette pulsation. Ceci implique donc que :

Wy = We.

La contrainte de stabiBtdoit alorsétre expringe en terme de marge de phase et I'on
choisit :
1 —sin M,
a@= — -
1 +sin M,’
pour que I'avance de phase permette auesyst d’avoir la marge de phaseédiée.

Enfin, on egle K, pour que le gain en dB du sgshe en boucle ouverte soit nalla
pulsationw,.. Cette neéthode est illus&rea la figure 7.5 page 88.

2C’est ainsi le type de sy&sie pour lequel la correctioRI est adage, comme on I'a vu au para-
graphe 7.2.3 page 83.
3C’est a encore le type de sgshe pour lequel la correction est ademt
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A
CGHup A

CGHgip pourk, =1

GHg

Arg{GH}

—90
M, désiee

—180

FIG. 7.4 — Principe de la synéise d'un correcteuP! par une rdéthode harmonique
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Y

CGHyp pourK, =1

p(deg) : i 1 :
A 3 o GHap
1 I
T1 Td 7¢ arg W
—-90
M, désiee
Arg{CGH (w)}

Arg{GH (w)}

FIG. 7.5 — Principe de la synéise d’'un correcteur avance de phase par unétirode
harmonique
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7.4 Methode du lieu des racines

Comme on I'a vu au paragraphe 6.1, le lieu des racines est le lieuddes ge
la fonction de transfert d’un sy&@ine en boucle ferge, lorsque le gain de la dne
directe varie. On peut bie@videmment inclure un correctearcette chine directe et
I'on obtient la figure 7.6. Ceci fournit donc uneéthode de syntfse utilisable quel

Y.(s) 4+ E(s) i Ul(s) Y (s)
— X)) K, > CG(s)

H(s)

A

FIG. 7.6 — Lieu des racines : integtation avec correcteur

gue soit le systme,a condition de savoir tracer son lieu des racines. Pealiser la
synthesea proprement parler, il fadtre capable d’obtenir de®les et £ros conérant
au syséme le comportement dynamique soubalans le cahier des charges. Il s’agit
donc d’'uneméthode de placement délps

Le cas le plus simple est celuidon souhaite donner un comportement dynamique
similairea celui d'un systme du second ordre. Selon le 8ota de la figure 3.11 page 40,
les les d’'un systme du second ordre se situént'intersection d’une demi-droite
déefinissant 'amortissement du sgate et d’un cercleé&finissant sa pulsation naturelle.
On peut donc associer au lieu des racines des demi-droitede ramortissement
rayonnant depuis I'origine dans le demi-plan complexe gauche. &ganon peut tra-
cer dans ce demi-plan les demi-cercles @nsur I'origine, de rame pulsation natu-
relle. Enfin, pour un systne du second ordre, on a mantjue le temps deeponse
d’'un syséme possdant une paire dedfe complexe peuktre approcé par :t, = g%n
D’apres la figure 3.11 page 40, les s3stes du second ordre d&me temps deeponse
ont leurs [Bles sur une @me droite verticale car&w, est la partie &elle d’une paire
de ples complexes conjugs.

La correction consiste aloesajouter des@les et des@ros au correcteur pour com-
penser ceux que I'on souhaite compenseiébamer le lieu pour obtenir un comporte-
ment de type second ordre, tout en remplissant le cahier des charges. Sil'on a @®mpens
tous les 2ros et 'ensemble dedfes sauf deux (ou tous ledles, auquel cas il faut en
rajouter deux au correcteur) on obtient un lieu dont la forme est semldat#ée du
lieu de la figure 7.7 page suivante.

Ceciétant tous les sysines ne peuvent pé&re transforrés en un sysime du se-
cond ordre par compensations dédgs et £ros non ésies. Certaines compensations
doivent en effegtre évitées, car elles induisent des cegeences contrairgsce que
I'on souhaite. Notamment on ne compensera jamaisalegpartie eelle positive. En
effet :

s—(pitAp) _,  Ap
S—Di B 5—pi
Ainsi, dans le caswle pdle compens esta partie eelle positive, un systne imparfai-
tement compergs(erreur de magle par exemple) sera instable. Pour lésmes raisons
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Lieu des racines
25 T T
0.46 34 0.24 0.17 0.11 0.05

Axe imaginaire

0.46 .34 0.24 0.17 0.11 0.05

-15 -10 -5 0
Axe réel

FIG. 7.7 — Syntkse dans le lieu des racines

on ne compense pas une paire @ep tes oscillants (ples complexes conju@s tes
proches de I'axe des imaginaires). Remarquons que les logiciels de simulation facilitent
grandement I'application de ce type de correction : 'odtdol de Matlab est ainsi une
excellente interface pour appliquer l&thode des racines. Son utilisation sera ilestr
aussi bien en cours qu’en TP.

[0 Exemple

Le lieu repeseng a la figure 7.8 est le lieu des racines daliation :

K
1+ L =0,
(14 718)(1 + 729)

avecr; > 7. Un tel lieu indique la position despes en boucle ferge d’'un systme
du second ordre posdant deux ples €els en boucle ouverte, I'asservissemetaint
réali® a l'aide d'un correcteur proportionnel dont le gdif), varie de0 a +oo. C'est
typiguement le cas du MCC asservi en viteddaide d’un correcteur proportionnel.

Le lieu comporte 2 branches, puisque le éyst est d’ordre deux. Les racines re-
cherclees sonté&elles avant le point deeparation d’affixe :

T -+ T2
27'1 T2

2
K, < (TI —72> .
27’17’2

5:

pour :
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A partir de cette valeur d&’, les branches quittent 'ax@el et font un angle de-7

avec I'horizontale. Tous lesdbes qui se situent sur les branches complexes admettent
une partie eelle regative ggalea g, qui esta la fois point d’'intersection des asymptotes
et point de éparation.

Lieu desracines
1 T T

) . K, _
FiG. 7.8 — Lieu des racines de+ m =0

Un tel syséme est de classe 0 et pede donc une erreur statiqgue non nulle. On envi-
sage de le corriger par un correctéul de faconra compenser lede électrongcanique
lent du MCC tout en ajoutant I'effet igral qui garantit une erreur statique nulle. La
fonction de transfert en boucle ouverte du eys¢ corri@ en compensant lefe domi-
nant est :

K,Kg
s(1 4 12s)’
le correcteur ayant pour fonction de transfert

CGH(s) =

1
Cls) = K,~—2%.

S

Le lieu des racines du syshe corri@ est alors le lieu des racines deduation :

1+ K Ke 0
s(1+ms)
repesent a la figure 7.9 page suivante. Il est de forme semblable au lieu initial, si ce
n'est que ses profés : valeur du point deéparation des branches infinies, points
de cepart,etc. ont éte modifés. On peutégler le gain pour obtenir 'amortissement
souhaié pour le systme comme cela est ré&gment a la figure 7.9. On remarquera que
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Lieu des racines
T T T T T T T T
t5%=1,2 s

3r i

2 i

1L £=0,7 |
e
©
£
(@]

£ 0 " 1
‘o
x
<

_l — -

_2 — .

_3 — -

-4 -35 -3 -25 - -1.5, - -0.5 0 0.5 1

Axe réel

FIG. 7.9 — Lieu des racines &s correction
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le temps deé&ponse le plus rapide est obtenu pour da@sgpcomplexes (sinon un des
poles est el et plus lent que la paire délps complexes), et qu’il neggpend pas de
I'amortissement du sysine, qui peuétre choisi pour remplir le cahier des charges. Le
temps de&ponse ne pedtre egk inférieura :

3 3

ts oy = — .

7.5 Meéthodes empiriques de syntese

Contrairement aux Bthodes exp@ses dans les paragraphesgdents, leséthodes
de Ziegler-Nicholpermettent d’obtenir un correcteur de typé D sans conrig&re de
mockle peécis de la dynamique du sgshe. Les deux gthodes pFsenées sont empi-
riques et se basent sur des essais. La gnen@sulte de la caragtisation de lagponse
indicielle du systme. En effet une grande ve# de systmes eels ont uneé&ponse
indicielle de la forme de celle psengea la figure 7.10. Le sy8me est ainsi assingib
un premier ordre de constante temp®n retard de, :

Y(s) Ke '
U(s) 1+7s
pentea = £

ir tr‘ +7
Fic. 7.10 — Caradrisation de la&ponse indicielle d’ags la néthode de Ziegler-
Nichols

La premere methode de Ziegler-Nichols se base sur ce el@@t permet d’obtenir
un amortissement proche de2 avec les eglages indigés au tableau 7.1 page suivante
pour un correcteu”’/ D de fonction de transferk, (1 + i + 745). Les valeurs des
parangtres sont dorires en fonction de la pentede la Eponse et du temps de retard
t,, identifiees au cours d’'un essai.

La seconde @thode se base sugtude du egime critique de lagponse harmo-
nigue du systme en boucle ferge. On effectue I'asservissement du eyst avec re-
tour unitairea I'aide d’un correcteur proportionnedglable. Lorsque le gain augmente le
syseme en boucle ferée devient moins stable. On note le gain critigliequi conduit
a des oscillations entretenues, ainsi que égifiencef, de ces oscillations. Alors, on
peut obtenir un corrected?/ D en suivant les valeurs indiges au tableau 7.2 page sui-
vante. Cette rathode assure goriquement le @me amortissement quegeedemment.
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coefficients du correcteur
type de correcteur K, T Td
1

P
at,

Pl 0,9 t,
at, 0,3
1,2

PID ’ 2t, 0, 5t,

at,

TAB. 7.1 — Coefficients du correcteur selon la prerainéthode de Ziegler-Nichols

coefficients du correcteur
type de correcteuy K, T Td
P 0,5K.
Pl 0,45K, !
’ Cl12f
1 1
PID 0,6K,
’ 2 fe 8 fe

TAB. 7.2 — Coefficients du correcteur selon la déwme néthode de Ziegler-Nichols

7.6 Synthese de correcteur par retour détat

Le principe de la syntise d’un correcteur par retouratiat consist@ effectuer une
contre-gaction sur le vecteur état du systme pour ajuster le placement de sekep,a
I'image de ce qui &t fait dans le cas de lagthode du lieu des racinessgedemment.

7.6.1 [etermination de la loi de commande

Le choix de la commande du sgste par le retour @tat cfini par I'equation (5.13)
conduita la repésentation dtat (5.14), que I'on rappelle :

Z—f = (A— BK)z + BNy,,

y = (C—DK)x+ DNy,.
L’ équation caraéristiqgue assoée sécrit :
det (sI — (A— BK)) = 0. (7.3)

Il s’agit d’'une équation polynomiale em de dege n parangtree par les: gains K,
Ky, ... ,K,. Pour choisir les ples en boucle ferée p;, ps, ... ,p,, il faut que
I’ équation caraéristique (7.3) soit identifiabla la forme factorige :

(s—=p1)(s—p2)...(s—pn) =0. (7.4)



7.6. Synthese de correcteur par retour détat 95

Théeoreme 7.1 (Commandabilié et retour d’état) Soit un systme lireaire invariant.

Si le systme est commandable, alors il existe toujours un choix de gains permettant
de placer I'ensemble dedfes du systme par un retour dtat. Par ailleurs, dans le cas
d’'un syseme mono-enéle mono-sortie, ce choix est unique.

Ce theome sera admis, le lecteur curieux en trouvera la (longaejothstration
par exemple dans [Ogata 01].

[0 Exemple

On consi@re le cas du MCC, dont on commande la vitesse. On rappelle que la
repesentation détat du MCC est dorée par :

o) - G ) 0)-0)-
y = (1 0) (Z)

en choisissant; = w etzy, = 7. Onadonc :
0 L K 0
s (30 (( %)~ (w )
L L L

s+ 1 -£
st-a-58) = (5| i)
L L

On en @duit I'equation caraéristique du MCC asservi par retouietht en calculant le
déterminant de/ — (A — BK). On obtient lequation caraétistique :

9 S R+ K f(R+ K3) + K(K + K;)
5+(J+—L )S+ 77

Pour identifier les ples du systmea la paire de ples complexes conju@s d’'un second
ordre pseudo-amorti :

pr2=—(§E£jV1—E)wy,
il faut donc identifier lequation caraétistique :

(s —p1)(s—p2) =0 (7.6)
avec l'equation (7.5). En@veloppant (7.6) on obtient :

Soit :

— 0. (7.5)

s — (p1 + p2)s + pip2 = 0,
Soit :
§% 4 28wps + w? = 0.
On en eduit le systme déquations :

f R+ K,
7t I fw

J(R+K)+ K(K+Ky) 2

LJ "
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ce qui conduit aux gains du retourédat :

K, = L(2w, — §) — R,
2 _
K, LJw? ]};(R K)o

Fin de I'exemple OO

Dans le cas @edent lidentification reste faisable analytiquement car lecsyst
n'est pas d'ordre troglee. Toutefois, au dal du second ordre, l@&solution devient
vite fastidieuse. Si I'on a madise dans sa forme canonique commandabégjuation
d’état sécrit :

0 1 0 ... 0

0 1 0 0 0
dx n 0
O UR |

0 0O ... ... ... 0 1 1

—Qyg —AaA1 ... .. oo .. —Qp-1

L'application du retour cBtat (5.7) va conduira la matrice devolution :

0 1 0 ... ... ... 0
0 0 1 0 ... ... 0
A— BK =
0 0 B (| 1
—ag— Ky —a1—Ky ... ... ... ... —a,-1— K,

En calculantdet(sI — (A — BK)), on montre que Bquation caraétistique assoée
est:

§" 4 (Ap1 + Kp)s" P4 (ano+ Kn1)s" 2+ ... +ao+ K =0. (7.7)

Si I'équation caraéristique (7.4) refitant le choix desdgdes sécrit sous forme éve-
loppée :

S 4 18" s P4+ .+ ap =0, (7.8)
alors, l'identification degquations (7.7) et (7.8) permet d’obtenir les coefficients des
gains du retour dtat :

Kn = Qp—1 — Qp-1,
anl = Op—2 — Qp-—2,
Kl = Oy — Q.

Cette Esolution a&té rendue possible par le fait que I'on dispose de lagsgmtation
d’état du systme sous sa forme canonique commandable. Si lechaadl systme
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n'est pas sous cette forme, on prend soin de I'y mettre aalable pour appliquer la
technique pecedente. Autrement dit, on recherche le changement de variable®z
transformant le coupleA, B) en(A., B.), sous forme canonique commandable. Une
fois obtenue la matrice de galt. du retour détatu = — K.z, si I'on souhaite conserver
la repésentation ditat initiale, on transformera la matrice de gain pcohdre les gains
nécessairea la commande du syshe dans soétat initial : K = K, P!,

7.6.2 Formule d’Ackerman

La formule d’Ackermarpermet de éterminer la matrice de gain du retougétit.
Elle se substitue ainsi aux tradapefvoqlees peccdemment :
— calcul du changement de variable pour mettre lessystdans sa forme canonique
commandable;
— calcul de la matrice de gain;
— transformation de cette matrice pour appliquer le retogted’'dans la regisentation
initiale.
Theoreme 7.2 (Formule d’Ackerman) Soit un systme dont evolution est caraétrisee
par la paire (A, B). La matrice de commandabgitassod@e est n@gteCom.

Alors, la matrice de gain :

K=(00...01)Com 'P,(A), (7.9)

P (A) = A"+ ap, 1 A"+ L Fagl

admet pour polydme caractristique :
S 4 1S oS 2+ L+ ag = 0.

Le developpement dedquation caraéristique @duite de la dynamiqueeditee permet
de ceterminer lesy; et d’appliquer la formule pour obtenir la matrice de gain.

Lint érét pratique de cette formule esmettre en balance avec sa faible robustesse.
La validite de la formule peut en effétre misea mal par un mauvais conditionnement
de la matrice de commandab&itiu systme. Ainsi, pour un systme d’ordreélee, la
formule d’Ackerman est inapplicable en raison de legsion nunérique recessaire.
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Annexe A

Complements mattematiques

A.1 Transformée de Laplace

Définition A.1 Soit f(¢) un signala temps continu. Laransfornée de Laplace bi-
latéralede ce signal esté&finie par :

“+o00

Fri(s) = Lou{f()} = ft)e dt.

Pour des signaux causaux, cette transfeenesegalea la transfornée de Laplace:

—+00

F(s) = L{f(t)} = f(t)e™dt

0

si bien que I'on ne diffrenciera pas ces deux transfaees, sauf indication contraire.

Cette transforr@e est une fonction de la variable complexappeée variable de
Laplace On noteras = o + jw 0OU o estw sont respectivement la partieglle et la partie
imaginaire des. La transfornee de Laplace esegéralement dfinie sur un demi-plan
complexe pour lequet € ]o,, +oo[. La valeurs, définissant la limite de convergence
est appaéteabscisse de convergende la transforrae de Laplace.

La plupart des transforées de Laplace des fonctioglementaires utiles sont doees
dans I'un ou I'autre des ouvrages @darence [Ogata 01, Franklin 02, Kuo 03, Nise 04].
On se reportera, autant que possiblegs tables de transfoems, pouéviter tout calcul
inutile. Une beve table de transforees est dorge en annexe B page 105.

0 Exemple

On se propose de calculer la transféerde Laplace d¢(t) = e~ U(t). Pour cela il
faut tout d’aborcetablir les conditions d’existence de la transféemGnréralement cela
consistea établir les conditions de convergence absolue dejrdale @rérali€e. En-
suite, on @termine la valeur prise par cette transfémuans son intervalle défihition.

1Terme péféeré atransfornee de Laplace monokatale, plus pecis mais plus long.
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Ona:

+oo
F(s) = / e e L, (A.1)
0
+0o0 )
— / efatef(oJr]w)tdt’
0

—+00
= / e~ (ota)t =it gy
0
On étudie la convergence en valeur absolue dedtnale :

+oo ) “+o00 '
/0 ot gy — /0 ool g,

“+00
- / e+t gy,
0

+oo
R
0

_ { e(0+a)t} t=oo

c—+1 =0

La transforngée converge en valeur absolue, donc converge, si et seulementsi> 0,
donc si et seulement 8i > 0g = —a.
D’'apres (A.1) :

L'expression d&'(s) est donc donee par :

F(s) =

[ 6—(s+a)t:| t—=+oo

s+a |,

1
s+a

On en eduit que :
1

F(s) = L{f ()} = ——

pour touts = o + jw Si et seulement st > —a.

Fin de I'exemple OO

Propri étés

Soit deux signaux (¢) etg(t) de transforrées de Laplace respectivEsés) etG(s).
Les principales propéites de la transforge de Laplace sont rapgels dans le tableau A.1 page
suivante. Leur @monstration est laiég au lecteur.
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linéarie L{f(t)+ ag(t)} = F(s) +aG(s), Va € R
changement &chelle L {f (é) } =aF(as), Va e R
retard L{f(t—T7)}=eTF(s), VT €R
dérivation erv {d‘];(t ) } = sF(s) — f(0)

dF( )

dérivation ens

= L{=tf(t)}

intégration {/ f(r } ( )

theoeme de lavaleur initiale | lim f(¢) = lim sF(s)

t—0 s——4o00

théoeme de la valeur finale | lim f(t) = lir% sF(s)

produit de convolution L{f(t)*g(t)} = F(s) G(s)
produit L{f(t)gt)} = % F(s)* G(s)

TAB. A.1 — Proprétes de la transforge de Laplace

Transformée de Laplace inverse

Définition A.2 Soit F'(s) la transfornée de Laplace d’un signa temps continyf (¢).
La transforngée de Laplace inverse d€(s) s'écrit :

f@t)=LHF(s)} = L é F(s)eds.

2]

Il s’agit de I'intégrale d’'une fonction complexe sur un contour de Bromwicln-
veloppant toutes les singulags de la fonction/'(s), en particulier les racines du
dénominateur.

Ceci est illuste a la figure A.1 page suivante avec un contbuenglobant deux singu-
larités sitees sur I'axe imaginaire.

La déefinition precedente est peu utile en pratique. Son application directe coasiste
déterminer I'inégralea I'aide du tleoeme desésidus. En gréral, on péefere deduire la
transfornée de Laplace inverse de tables de conversion. Comme on pewiesisle de-
viner la transforrge de Laplace inverse estéiaire. Ainsi, si @cessaire, onatomposera
au pealable la transforée de Laplace eelements simples pour retomber sur une com-
binaison des transforeesélementaires @sentes dans les tables.
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Axe imaginaire )
g — contour de Bromwici®

x Singulariés de la transforge

—00 — A)ie reel

-

FIG. A.1 — Contour de Bromwich et singulag# de la transforée de Laplace

A.2 Transformée de Fourier

Définition A.3 Latransfornée de Fouried'un signal f(¢) est definie par :

“+o00

Fjw) =F{f(t)} = f(t)e 7 dt.

Pour un signal causal, cette transfoe sécrit :

+00
F(jw) = f(t)e 9 dt.
0

Ainsi, la transfornee de Fourier est un cas particulier de la transé®rde Laplace
bilaterale, pours = jw et un cas particulier de la transfoee de Laplace si le signal
est causal. Le module de la transf@ende Fourier d'un signal est apesbpectrede ce
signal. Son analyse donne des informations sur les composantes harmongpeesgs
dans le signal.

Définition A.4 La transfornée de Fourier inverse vaut :

f(t) = FUF(jw)} = —

+0o0
5 / F(jw)e™ dw.

—00



Annexe B

Table de transformees

/(1) Fs)
(1) 1
5(t—T) e’

o =Y o(t—kT) 1—1eTs
) :
tU) Slg

Cut) -
e " U(t) S _{1_ a
—at 1
te” " U(t) (s +a)?
(I—e)U(t) s(s 1— a)
sin(wt) U(t) 2 —fuﬂ
cos(wt) U(t) 2 _i o2
e sin(wt) Z/{(t) (S + a)z 4 w2

TAB. B.1 — Table des principales transfares






Annexe C

Correspondance des termes en anglais

bande passante :bandwidth
bloqueur d’ordre @ro : zero order holder
coefficient d’amortissement :damping ratio
contre-eaction : feedback
dépassement : overshoot
emballement du terme iegral : integral wind-up
entée : input
filtre anti-repliement : antialiasing filter
gain: gain
invariant (en temps) : time invariant
lieu des racines : root locus
linéaire invariant (en temps) :linear time invariant (LTI)
pulsation amortie : damped frequency
pulsation naturelle : conditional frequency ou natural frequency
pulsation propre non amortie :natural (undamped) frequency
regime permanent : steady state
régime transitoire : transient response
repliement de spectre :aliasing
réponse impulsionnelle :impulse response
reponse indicielle : step response
sortie : output
syskme asservi : feedback system
systme avec contregaction : feedback system
temps de moite : rise time
temps de&ponse : settling time






Annexe D

Initiation a Matlab

Cette annexe @sente une&touverte déMatlab par 'exemple, en compment du
cours de 'ENSPS&tHié a ce logiciel

D.1 Principes deMatlab

Matlab est I'outil de CACSD [JComputer Aided Control Systems Design = Concep-
tion de Systmes Asservis Assise par Ordinateur) dé&féerence. Il offre des possibitis
avan&es de &solution de promes d’Automatique, que ce soit en madi d’identifi-
cation ou de commande. Il permet, de n&aiplus @rérale, de &soudre une grande
diversie de probdmes de simulation, dans des domaines aus®sgue le traitement
du signal, les statistiques ou la vision, pour ne citer que quelques exemples. L'appren-
tissage déViatlab se fera en s’appuyant suetude d’'un moteua courant continu.

D.2 Utilisation de la Control Toolbox

D.2.1 Ceneralitées

La bdte a outils cedieea la commandeQontrol Toolbox) permet de disposer de
nombreux outils d’analyse pour I'automatique. Les sgsts sont maalisés en interne
par une regsentatiorequivalente que le sy&@ine aitete cefini par sa fonction de trans-
fert ou par sa ref@sentation détat.

Définition du systteme par sa fonction de transfert soit le syseme dcrit par :

2s+1  _s+1/2
2425 +1  “(s+ 1)

G(s) =

ou s déesigne la variable de Laplace.
A I'aide deMatlab, il s’écrit alternativement :

>>F=tf([2 1],[1 2 1)) ,  (numérateur et @nominateur de la fonction de trans-
fert)

ou

>>F=zpk([-1/2],[-1 -1],2) (zéros, @les et gain de la fonction de trans-

fert)
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Pour constituer un sy&stnea l'aide de diferents sous-sy&sines on peut effectuer
differentes oprations. SoiG1etG2les repésentations des deux systes. Les combi-
naisons de base sont :

>>G1*G2 calcule le systmeéequivalenta G1len €rie aveds2
>>G1+G2 calcule le systmeéquivalenta G1en parakle avedG2
>>feedback(G1,G2) calcule le systmeéquivalenta G1 bouck parG2

A partir de I'une ou l'autre de ces reggentations, on peut obtenir diverses informa-
tions, dont certaines sont indiges ci-dessous. Si est une regFsentation de sy&ine
alors :

>>pole(G) donne les ples du systme
>>step(G) trace la eponse indicielle
>>impulse(G) trace la éponse impulsionnelle
>>pode(G) trace le diagramme de Bode
>>nyquist(G) trace le diagramme de Nyquist
>>nichols(G) trace le diagramme de Black-Nichols
>>rlocus(G) trace le lieu d’Evans
>>rlocfind(G) donne les valeurs de$les et du
gain correspondant sur le lieu d’Evans
>>damp(G) donne les ples, les pulsations propres et 'amortissement
>>pzmap(G) place les ples et les &ros dans le plan complexe

D.2.2 Exemple
Modélisation du syseéme

On rappelle ici la modlisation dumcc [Louis 02] qui sergtude pour illustrer les
concepts fondamentaux de@antrol Toolbox de Matlab. On rappelle que la fonction
de transfert reliant la vitesse de rotation du r@tda tension appligge aumcc s’écrit :

Q K
Gls) = 28 _ G |
U(s) (14 7as)(1+ mems)
avec:
Ko = K ain statiqgue du sysime
G = Rf+ K° g q ysine,
—RJ constante de tempslectron&canique
Tem — y
Rf + K2 P a
L )
etr, = In constante de tempélectrique.

On rappelle que, dans ce n&d, R est la esistance de I'induit du moteuk, son
inductance ;f est le coefficient de frottement visqueux.ete moment d’inertie du
rotor; K est le rapport couple-courant (supp@&gal au rapport forcélectromotrice-
vitesse de rotation).
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Représentation detat

On souhaite maintenant r&senter Evolution du systme par une repsentation
d’état sous la forme :

d
d—f = Az + Bu

y = Cx+ Du.

L'entree de commande est la tension d’induét la sortie la vitesse de rotation du rotor
y = w. Le syseme est d’ordre deux. Il existe une infinde choix pour le vecteur efat.

Premier choix de variables détat On fait le choix :

T1 .
x:( )averlzw et xo = 1.
Ho)

On a alors la re@sentation détat :

dz —L K 0
L L L
y = (1 0)a.

Deuxieme choix de variables cetat En posant :

1) avec et duw
xr = LT1 — W To — —.
T ! 2 dt

On a maintenant la repsentation dtat :

dr 0 1 0
7w = \_rerr  mery | TT kW
LJ L7 LJ

y = (1 0)ax.

Prise en main deMatlab

Pour la mise au point d’'un programme ou des calc@és ponctuels, vous pouvez
taper vos instructions sur la ligne de commandeahimoins :

A RETENIR—Des que 'on a une équence d'instructions a
executer, on a tout interét a les regrouper sous forme d’un fichier
script (fichier *.m).

Si un fichier a I'extensionm (par exemplenomFichier.m ), alors il sera e&cug
en tapant son nonr»enomFichier ) sur la ligne de commande.
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1. Créer un script qui comporte les diffentes oprations @taillees ci-dessous Pour

cela on peut utiliser diteur deMatlab (>>edit ). Des commentaires peuvent
étre introduitsa I'aide du symbolé&o Définir les diverses constantes du peahke
(dans un script nomécalculconstantesnmc.m par exemple). Les valeurs nu-
meériques choisies correspondeninmMcc un Maxon F 2260, nugro 885 (pour
plus de @tails, voir http ://www.maxonmotor.com) :

R = 1,44Q

L = 56107*H

J = 1,2910"*kg.n?
f = 7,19107° N.s.nt?
K = 0,10N.m.A"!

. Calculer le gaini; et les constantes de tem@ectriquer,; et électronécanique

Tem duMccC. DEfinir alors la fonction de transfert ducc (pour cela on appelle
NumetDen le nunérateur et le @nominateur de la fonction de transfert).

. Par lafonction appropee, calculer lesgles de cette fonction de transferénfier

que ces ples valent-7,' et—7 1.

Créer une figure (avec la fonctidigure ) et la diviser en deux sous-t@&(avec

la fonctionsubplot ). Dans le premier, tracer I&ponse indicielle dmcc a un
échelon unitaire de tension. A l'aide de la souris, observer les égistajues
accessibles du trédclic droit puis rehcher pour les caraatistiques, pointer la
courbe et clic gauche puis rester appypur les valeurs). Dans la seconde sous-
figure, tracer le diagramme de Bodedac. Analyser les diférents traes.

. L'asservissement de vitesse du MCC estimi a la figure 5. Il comporte un cor-

recteur proportionnel de gaiR,, = 10. Par ailleurs, la fonction de transfert du
capteur de vitesse est assi@@l un gain pur. Sa sortie valah® V' pour une
vitesse de rotation d&00 tours/minona K, = 3,18 1072 V.s.

Y (s) E(s) - U(s) Q(s)
s P G(s)

Y(s)

K.

Fic. D.1 — Sclema de I'asservissement de vitessevdic

Sur une néme figure, tracer legponses indicielles du sgshe en boucle ouverte
et en boucle ferie.

. Tracer les diagrammes de Bode, Black et Nyquist duesgsten boucle ouverte

sur trois figures direntes (avec toujourk, = 10). Identifier les marges de
stabilite du systme sur ces tré&s.

. En utilisant une bouclesthelp for ), tracer sur un @me graphe le€ponses

indicielles du systme en boucle ferée pour les valeurs d€, égalesa10, 100 et
1000. Veérifier la colérence de cegponses avec les marges de stabiltie\eesa
la question pecedente.



D.3. Utilisation de Simulink 113

8. Tracer le lieu d’Evans du sy&@ine et erifier les esultats pecedents.
9. Réecrire le moéle en utilisant sa repsentation dtat. IciD = 0 (>>help ss ).

10. Veérifier que les ples obtenus correspondent @.ceux du systme en boucle
ouverte).

D.3 Utilisation de Simulink

Simulink est une autre bite a outils deMatlab qui permet de faire des simulations
de sysémes éfinisa I'aide d’un outil graphique. On se propose ici d’utili€&mulink
pour cefinir 'asservissement en vitesse du motawourant continu. On pourra ainsi
visualiser notamment legponses du sya&tnea differents types d’entes.

Pour lancerSimulink, on peut soit utiliser les menus disponibles, soit taper sur la
ligne de commande>simulink . Pour céer un nouveau meéte Simulink choisir
Newdans le mendrile , puisModel . Une feuille de travail appaita sur laquelle on
va pouvoir @éfinir graphiquement notre syshe. Les diférents outils disponibles seront
trouves dans les menus correspondants : sources, visualisation, automatique continue,
automatique diséte, fonctions ma#tmatiques, fonctions et tables, automatique non-
linéaire, signaux et syames. De par sa nature graphidbienulink peutéte aig€ment
déecouvert intuitivement. Cet outil utilise la technique dlag and drop(sélectionner
et faire glisser). Il est facile de positionner lgiments Bcessaires dans la fne du
mocele. Ensuite, on relie cesléments entre eux pour constituer le raled Chaque
element possde une description éventuellement des paratnes qui peuverétre mo-
difiés. Pour y adeder double-cliquer sur ugément.

Y, Ll

Par exemple si on veut visualiser le signal d’uengrateur sinusidal, on utilise
la source correspondante (meBources ) et un oscilloscope (men8inks ). On
connecte ensuite ces de@lements en attrapant la sortie dengrateur et amenant la
souris enfonee sur I'entee de l'oscilloscope. La simulation est gmien cliquant sur
Run, dans le men&imulation . La encore, on peut&inir 'ensemble de la simula-
tion a I'aide d’un script. En effetSimulink partage les variables de I'espace de travail
Matlab (variables globales). On peut aingfahir le mockle Simulink a I'aide de va-
riables dont les valeurs sorgfihies dans un script. On peut jouer la simulation depuis la
ligne de commande (donc lancer cette simulation depuis un script). Ainsi sur I'exemple
précedent, on obtient le mede et le script ci-a@s.

{\scriptsize
% visualisation d’'un signal sinuso idal d’amplitude 1.5, de
% frequence 1 Hz, sur un horizon de 5 s.
% le modele simul & porte le nom exempleMinimum.mdl
Tsimu=5
Xmax=1.5
f=1
sim(’exempleMinimum’)

}

Selon cette rathode, on&pondra aux questions suivantes, dont certaines reprennent
largement leétude effect@e pour la prise en main de Gontrol Toolbox. Neanmoins il
est conseif de céer un nouveau script.
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3 Block Parameters: Sine V) Py

- Sine Wave

Cutput a sine wave where the sine type
determings the computational technigue
used. The parameters in the two types are

related through:
Samples per period = 21 / (Fraguency * IE
Sample time)

Sine Wave

Mumber of offset samples = Phase
Samples per petiod / {(2*pi)

Lse the sample-hased sine type if numerical
problems due to running for large times (e.q.
overlow in absolute time) occur.

r Parameters

ine type: | Time hased

Amplitude:

|>(max |

Biag:

£ |
Frequency (radfsec):

| |
Phase (rad):

0 |
Sample time:

0 |

[ Interpret vectar parameters as 1-D

0K ||Cance||| Help || iy

FIG. D.2 — Simulation d’'une sinuste avec les diffrents paragtres — modle exem-
pleMinimum.mdl
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1. Al'aide deSimulink créer le moéle de I'asservissement de vitesse vu dans la par-
tie D.2.2. On parcourra pour cela les menusdaulink pour trouver legléments
necessaires. En particulier le bloc fonction de transfert, némransfer Fcn
seratroug dans le menGontinous . Les constantes, tout comme les rarateur
et denominateur de la fonction de transfert sero#finds dans un script qui pilo-
tera les simulationgy I'image de I'exemple vu @oedemment.

2. Sur une néme figure, tracer la consigne et Eponse indicielle du sy@sme en
boucle ouverte. Le tré&csera fait sur un horizon de temps judicieusement choisi.

Note : on peut envoyed un oscilloscope autant de signaux que l'on veut. Par
exemple, si I'on souhaite afficher deux signauxétiénts il faut utiliser un multi-
plexeur Mux dans le menbignals and Systems ) pour les mettre sur une
méme ligne.

3. Définir le syseme en boucle fer&e selon le séma de la figure 5 avel, = 100.
Sur une néme figure, tracer la consigne et Bponse indicielle du sy&ine en
boucle fernge.

4. Définir le syseme par sa repsentation dtat (menu Continous
State-Space ) et reprendre les questionguedentes.
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Une correction possible pour les questions de la partie D.2 estdarivapes :

% Prise en main de Matlab/Control Toolbox

% Ferme toutes les fen etres et initialise toutes variables
close all
clear all

% 1-
% [2finition des constantes du mod ele du mcc

R=1.44;
L=5.6e-4;
J=1.29e-4;
f=7.2e-5;
K=0.10;

% 2-
% Calcul de Kg, Te et Tem

disp(******xxx Egnction de transfert du mgcc *rxvrrrrs)

Kg=K/(R*+K"2)
Tel=L/IR
Tem=R*J/(R*+K"2)

%

% [&finition de la fonction de transfert du mcc
Num=Kg;

Den=conv([Tem 1],[Tel 1]);

G=tf(Num,Den)

% Autre d efinition de la fonction de transfert du mcc
% G1=tf(1,[Tel 1])

% G2=tf(1,[Tem 1])

% G=Kg*G1*G2

% 3-
% Calcul des p 0les du mcc

disp("**rrrrrsk p Oles du syst eme *xxikiias)

P=pole(G)

if norm(P+[inv(Tel); inv(Tem)])<(2*eps)

disp(reeees R esultat exact : P1=-1/Tel et P2=-1/Tem *rxtwsene)
else

diSp(’********* Probleme ') *********')

end

% 4-

% Rponse indicielle et diagramme de Bode du mcc

% cree une figure

figure(1)
% decoupe la figure : deux sous-figures (1 ligne, 2 colonnes)
% et se positionne sur la premi ere sous-figure

subplot(1,2,1)

% grille associ ee au trac e

grid on

step(G)

% se positionne sur la deuxi eme sous-figure
subplot(1,2,2)

% grille associ ee

grid on

bode(G)

% 5-
% Reponse indicielle du syst eme en boucle ferm ee
% avec correction proportionnelle

% nouvelles constantes li ees a l'asservissement
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Kp=10;
Kw=3.18e-2;

% cree une nouvelle figure
figure(2)

Fbo=Kp*G*Kw;
Fbf=feedback(Kp*G,Kw);
step(Fbo,’r',Fbf,’b’)

% 6-
% Diagrammes de Bode, Black et Nyquist
% du syst eme en boucle ouverte

valeurs_Kp=[10 100 1000];

% cree une figure
figure(3)

subplot(1,3,1)

for i = l:size(valeurs_Kp,2),
Kp=valeurs_Kp(i);
Fbo=Kp*G*Kw;

bode(Fbo)

hold on

end

subplot(1,3,2)

for i = 1:size(valeurs_Kp,2),
Kp=valeurs_Kp(i);
Fbo=Kp*G*Kw;

nichols(Fbo)

hold on

end

subplot(1,3,3)

for i = l:size(valeurs_Kp,2),
Kp=valeurs_Kp(i);
Fbo=Kp*G*Kw;

nyquist(Fbo)

hold on

end

% 7-
% Rponse indicielle du syst eme en
% boucle ferm ee avec correction proportionnelle

valeurs_Kp=[10 100 1000];

% cree une figure

figure(4)

disp(********* Correction proportionnelle du syst
for i = l:size(valeurs_Kp,2),

Kp=valeurs_Kp(i)

Fbf=Kw*feedback(Kp*G,Kw)

step(Fbf,Tem)

hold on

end

% 8-10 non corrig ees

eme *********')



118 D. Initiation a Matlab

Une correction possible pour les questions de la partie D.3 estdarirapes :

% Prise en main de Matlab/Simulink

% Ferme toutes les fen etres et initialise toutes variables
close all
clear all

% 1-
% [&finition des constantes du mod ele du mcc

R=1.44;
L=5.6e-4;
J=1.29e-4;
f=7.2e-5;
K=0.10;

% Calcul de Kg, Tel et Tem

Kg=K/(R*f+K"2);
Tel=L/R;
Tem=R*J/(R*+K"2);

%

% [&finition des num erateur et d enominateur de la fonction de transfert du mcc
Num=Kg;

Den=conv([Tem 1],[Tel 1]);

% 2-

% Reponse indicielle du syst eme en boucle ouverte
Tsimu=0.2;

Uref=1;

sim(’transfertBO’)

% 3- Reponse indicielle du syst eme en boucle ferm ee
Kp=100;

Kw=3.18e-2;

Tsimu=Tsimu/20;

sim(‘transfertBF’)

% 4- non corrig ée



Bibliographie

[Arzelier 04] D. Arzelier. Repgésentation et Analyse des yse Lirgaires Notes de

[Bernot 99]

Cours, ENSICA, 2004.
Lien : http://www.laas.fr/"arzelier

F. Bernot.Machinesa Courant Continu. Constitution et fonctionnement
Technigues de I'Ingnieur, traié Genie électrique, pages D 3555 1-14,
1999.

[Franklin 02] G. F. Franklin, J. D. Powell et A. Emami-Naeini. Feedback control of

[Kuo 03]

[Louis 02]

[Nise 04]
[Ogata 01]

dynamic systems. Prentice Hall, 4 edition, 2002.

B. C. Kuo et F. Golnaraghi. Automatic control systems. John Wiley &
Sons, 2003.

J.-P. Louis, B. Multon, Y. Bonnassieux et M. Lavabr€éommande des
Machinesa Courant Continu (mcca Vitesse Variable Techniques de
I'Ingénieur, traié Genieélectrique, pages D 3610 1-17, 2002.

N. S. Nise. Control systems engineering. John Wiley & Sons, 2004.
K. Ogata. Modern control engineering. Prentice Hall, 2001.

[Ostertag 04]E. Ostertag. Sysimes et asservissements continus. &lisdtion, ana-

[Wilkie 02]

lyse, syntlese des lois de commande. Ellipses, Technosup, 2004.

J. Wilkie, M. Johnson et R. Katebi. Control engineering : an introductory
course. Palgrave, 2002.



Index

équation avance de phase, 83, 86
caracéristique, 21 avance et retard de phase, 83
PID, forme standard, 83
abscisse de convergence, 101 proportionnel érive, PD, 83
action proportionnel et irégral,P1, 84, 86
dérivee, 83 proportionnel inégral, PI, 83
intégrale, 83 proportionnel P, 83
proportionnelle, 82 retard de phase, 83
analyse, 2 critere
anti-saturation du terme iegral, 83 d’observabilié, 48
asservissement, 56 de commandabili, 46
a temps continu, 56 de Kalman, 46, 48
analogique, 56 de Nyquist, 64
avec boucles imbricges, 62 de Routh-Hurwitz, 52

du revers, 68

bande passante, 38 criteres de stabilé, 52

bruit de mesureh7, 58

. déepassement, 29
cahier des charges, 81

_ diagramme
causalie, 12 asymptotique, 38
chdne _ de Black, 37
d’action, 57 de Bode, 37
de contre-gaction, 57 de Nyquist, 37

de retour57, 58

_ dualite stabilie-pecision, 79
directe,57, 58

classe d’'un sysime,13, 78 ecart, 57
coefficient echelon uni¢, 29
d’amortissement, 31 entiée,1, 56
de gain, 19 équation
de surtension, 41 caracéristique, 59
commandable de mesure, 14
compktement, 46 différentielle, 13
commande, 256, 57,81 différentielle, ODE, 13
compEments matbmatiques, 101 dynamique, 14
conditions initiales, 14 équilibre
constante de temps, 30 asymptotiquement stable, 51
contour de Nyquist, 64 instable, 51
contre-gaction, 1,1, 56 simplement stable, 51
correcteur, 256, 57 erreur,57, 77, 78
PID, 82 de position, 78

approcle, 83 de vitesse, 78



Index

121

statique, 78
état,14
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