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1 — Définition

[] Latransformée en z d'un signal causal a temps discret f (k) est définie par:

F(z) = Z{f(k)} = Zf

[] Cas échantillonné : par le changement de variable z = e*c dans £{ f.(t)}

[ 1 Notation

F(z) = Z{f(k)} = Z{f(KTo)} = Z{[f(t)} = Z{f(t)}
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L] Exemple:

Echantillonnage d’un signal

Soit f(k) = e~ U(k) alors
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2 — Propriétés

L] Linéarité:
Z{af(k) + pg(k)} = aF(z) + G(z), Va,0 € R

] Changement d’échelle:

Z{aPf(k)) = F (2) VaeR

| Avance:
1

Z{f(k+n)} = f(k) 2" % ¥n €N

k=0

3
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] Retard:

[1 Cas des signaux causaux:
Z{f(k—m)} =2""F(2),Vn € N
[1 Cas des signaux non causaux :

Z{f(k—n)UK)} =2"F(2)+ 27" V(1) + ...
+ 2 ' f(=n+ 1)+ f(—n),Vn € N
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L] Multiplication par une rampe :

dF(2)
dz

Zikf(k)} = =2
L1 Multiplication par une exponentielle :
Z{e " f(k)} = F(ze")

[ | Convolution discréte :

Z{(f+9)(k)} = F(2)G(2)

Commande numérique des systemes Janvier 2007
G. luliana BARA



Echantillonnage d’un signal 46

Théoreme de la valeur initiale:

f(0) =lim f(k) = lim F(2)

k—0 z——+00

Théoreme de la valeur finale :

f(oo) = lim f(k) =lim(1 — 27" F(2).

k— o0 z—1

la valeur finale existe si les poles de (z — 1) F(z) sont tous a I'intérieur du cercle

unité
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3 — Correspondance entre les plansen seten z

1 Correspondance basée sur le changement de variable z = eles

[] Pole de F'(s) réel o = pole réel 0| en échantilonné = pole en z réel e7'1¢

[1 Poles en s complexes conjugués o9 £ jws

— poles 05 + j(ws + kw,) en échantilonné

—> poles en z complexes conjugués eo2Te ptjwale
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B
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4 — Transformée en 2z inverse

(1 Z-Y{F(2)} permet de retrouver f(kT,) mais pas f (1)

A
f(®)
g(t)
0 t
N e A A - L
—T. T, 217, 31, 41, d1I. 061, TI,
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1 Décomposition en éléments simples
F(z)

Z

[ 1 Décomposition en éléments simples de

Si F'(z) a uniquement des pdles p; simples réels différents de zéro alors

A+ A,
et donc

f(k) = 6(k) + Z Aipr U
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B

z
[ Exemple: soit F'(2) = — avec a > ( alors
Z2e+a

[1 Dans le domaine temporel: signal oscillatoire réel amorti ou pas en fonction
de [p| = Va
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1 Division polynomiale

[J Ecrire F'(z) sous la forme:

zm: b;z"
Plo) = pg = 2

[1 Division de N(z) par D(z) selon les puissances croissantes de 27t

F(z)=cp+ciz +cz?+...
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[ | Formule d’inversion :

flk)=Z HF(2)} = %j/FF(z)zkldz, k>0

ou ' = domaine du plan complexe D toutes les singularités (poles) de F(z)

(usuellement I' = cercle centré a 'origine et a I'intérieur de la région de convergence

de F'(2))
[ ] Théoreme des résidus:

f(k) = Z R; avec R; les résidus de F'(2)2" ! aux singularites D T
i

|
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[1 Pole simple p;
R; = lim[(z — p;)F(2)2" 1]

Z—Pq

[1 Po6le multiple p; de multiplicité m;

1 gt

e—pi (m; — 1)l dzmi—! ((z _p@')miF(Z)Zk_l)]
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[ Exemple: soit F'(z) =

23— 22%2 + 922

alors

(z—2)(z -1

] Singularités de F'(2)z" ! sont p; = 2 et p, = 1 avec my = 2

[1 I' = cercle centré a l'origine et de rayon > 2

[] Résidus:

Ry =

Ry =

L 22 —2242 bt 1
L (z—1)? vl=2

d 2% —2z+2
i N=1—k
zlgi[dz( (z — 2) 2]

Donc, f(k) = (281 +1 — k) U(k)
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5 — Application a la résolution des équations aux différences

1 Equation aux différences :

aof(k) +arf(k+ 1)+ +anf(k+n)=
bog(k) +b1g(k+ 1)+ -+ bng(k+m)aecm <n

1 D’apres les propriétés de la transformée en 2 et en applique la transformée en z a

I’équation aux différences:

b+ b1z + -+ b, 2™ P.(z
F(z) = 22— G(z) + 2) .
ap + A12 + ...a, 2" g + 12 + ...a,2"
En utilisant la transformée en z inverse =—> f (k)
I
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N
L1 Exemple: soit 'équation aux différences

flk+2)+2f(k+1)+ f(k) =0,8g(k+ 1)+ 0,49(k) pour k > 0
ou:
et g(k) causaux,
1

, 9(1) = 0,5,
g(2) =—-0,5 et g(k) = O,pour k >3

[ 1 En utilisant la réccurence

f0) = o,

f(1) = 08,

f2) = —08,

f(k) = 0,6(—=1)""* pour k > 3.
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[ ] En utilisant la transformée en z sur
f(k)+2f(k—1)+ f(k—2) =08g(k — 1)+ 0,49(k — 2) pour k > 2.

et sachant que G(z) = 14 0,527 — 0.5272, on obtient

0,2(42% — 1) 1 1 3
F(z) = =023+ - —— —
(%) 22(z+1) ’ ( T 2 z—l—l)

et donc

f(k) =0,66(k)+0,26(k —1) —0,26(k —2) — 0,6(—1)*U(k)
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