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1 – Définition

☞ La transformée en z d’un signal causal à temps discret f(k) est définie par :

F (z) = Z{f(k)} =
∞

∑

k=0

f(k)z−k

☞ Cas échantillonné : par le changement de variable z = esTe dans L{fe(t)}
➠ Notation

F (z) = Z{f(k)} = Z{f(kTe)} = Z{fe(t)} = Z{f(t)}
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☞ Exemple :

Soit f(k) = e−akTe U(k) alors

F (z) = 1 + e−aTe z−1 +
(

e−aTe z−1
)2

+ . . .

=
1

1 − e−aTe z−1
=

z

z − e−aTe

si |z| > R0 = e−aTe avec R0 rayon de convergence
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2 – Propriétés

☞ Linéarité :

Z{αf(k) + βg(k)} = αF (z) + βG(z), ∀α,β ∈ <

☞ Changement d’échelle :

Z{αkf(k)} = F
( z

α

)

, ∀α ∈ <

☞ Avance :

Z{f(k + n)} = znF (z) −
n−1
∑

k=0

f(k) zn−k, ∀n ∈ N
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☞ Retard :

➠ Cas des signaux causaux :

Z{f(k − n)} = z−nF (z), ∀n ∈ N

➠ Cas des signaux non causaux :

Z{f(k − n)U(k)} = z−nF (z) + z−(n−1)f(−1) + . . .

+ z−1f(−n + 1) + f(−n), ∀n ∈ N
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☞ Multiplication par une rampe :

Z{kf(k)} = −z
dF (z)

dz

☞ Multiplication par une exponentielle :

Z{e−akf(k)} = F (zea)

☞ Convolution discrète :

Z{(f ? g)(k)} = F (z)G(z)
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☞ Théorème de la valeur initiale :

f(0) = lim
k→0

f(k) = lim
z→+∞

F (z)

☞ Théorème de la valeur finale :

f(∞) = lim
k→∞

f(k) = lim
z→1

(1 − z−1)F (z).

la valeur finale existe si les pôles de (z − 1)F (z) sont tous à l’intérieur du cercle

unité
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3 – Correspondance entre les plans en s et en z

☞ Correspondance basée sur le changement de variable z = eTes

➠ Pôle de F (s) réel σ1 =⇒ pôle réel σ1 en échantilonné =⇒ pôle en z réel eσ1Te

➠ Pôles en s complexes conjugués σ2 ± jω2

=⇒ pôles σ2 + j(ω2 + kωe) en échantilonné

=⇒ pôles en z complexes conjugués eσ2Te e±jω2Te
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Im(s)

Im(s)

σ2 σ1

temps continu

échantillonnage idéal

Re(s)

ωe

−ω2

−ωe

ω2

3ωe

2

−
ωe

2

ωe

2

−
3ωe

2

ωe − ω2

−ωe + ω2

ωe + ω2

−ωe − ω2

σ1σ2

−ω2

ω2

Re(s)
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Im(s)

σ2 σ1

temps continu

temps discret

eσ1Teeσ2Te

ω2Te

Im(z)

−ω2

ω2

Re(s)

Re(z)
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4 – Transformée en z inverse

☞ Z−1{F (z)} permet de retrouver f(kTe) mais pas f(t)

0 t

Te

f(t)

g(t)

2Te 3Te 4Te 5Te 6Te 7Te−Te
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☞ Décomposition en éléments simples

➠ Décomposition en éléments simples de
F (z)

z

Si F (z) a uniquement des pôles pi simples réels différents de zéro alors

F (z) = A0 +

n
∑

i=1

Ai

z

z − pi

et donc

f(k) = δ(k) +
n

∑

i=1

Aip
k
i U(k)
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➠ Exemple : soit F (z) =
z

z2 + a
avec a > 0 alors

F (z) =
αz

z − p
+

ᾱz

z − p̄
avec α =

j
√

a

2a
et p = j

√
a

alors f(k) =
j
√

a

2a

(

(j
√

a)k − (−j
√

a)k
)

=
j(
√

a)k+1

2a

(

ej π

2
k − e−j π

2
k
)

= −(
√

a)k−1 sin(
πk

2
)

➛ Dans le domaine temporel : signal oscillatoire réel amorti ou pas en fonction

de |p| =
√

a
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☞ Division polynomiale

➛ Ecrire F (z) sous la forme :

F (z) =
N(z)

D(z)
=

m
∑

i=0

biz
−i

n
∑

i=0

aiz
−i

➛ Division de N(z) par D(z) selon les puissances croissantes de z−1 :

F (z) = c0 + c1z
−1 + c2z

−2 + . . .

Commande numérique des systèmes Janvier 2007
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☞ Formule d’inversion :

f(k) = Z−1{F (z)} =
1

2πj

∫

Γ

F (z)zk−1dz, k ≥ 0

où Γ = domaine du plan complexe ⊃ toutes les singularités (pôles) de F (z)

(usuellement Γ = cercle centré à l’origine et à l’intérieur de la région de convergence

de F (z))

➠ Théorème des résidus :

f(k) =
∑

i

Ri avec Ri les résidus de F (z)zk−1 aux singularités ⊃ Γ
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➛ Pôle simple pi

Ri = lim
z→pi

[(z − pi)F (z)zk−1]

➛ Pôle multiple pi de multiplicité mi

Ri = lim
z→pi

[
1

(mi − 1)!

dmi−1

dzmi−1

(

(z − pi)
miF (z)zk−1

)

]
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➠ Exemple : soit F (z) =
z3 − 2z2 + 2z

(z − 2)(z − 1)2
alors

➛ Singularités de F (z)zk−1 sont p1 = 2 et p2 = 1 avec m2 = 2

➛ Γ = cercle centré à l’origine et de rayon > 2

➛ Résidus :

R1 = lim
z→2

[
z2 − 2z + 2

(z − 1)2
zk] = 2k+1

R2 = lim
z→1

[
d

dz

(z2 − 2z + 2

(z − 2)
zk

)

] = 1 − k

Donc, f(k) = (2k+1 + 1 − k) U(k)
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5 – Application à la résolution des équations aux différences

☞ Equation aux différences :

a0f(k) + a1f(k + 1) + · · · + anf(k + n) =

b0g(k) + b1g(k + 1) + · · · + bmg(k + m) avec m ≤ n

☞ D’après les propriétés de la transformée en z et en applique la transformée en z à

l’équation aux différences :

F (z) =
b0 + b1z + · · · + bmzm

a0 + a1z + . . . anzn
G(z) +

Pn(z)

a0 + a1z + . . . anzn
.

En utilisant la transformée en z inverse =⇒ f(k)
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☞ Exemple : soit l’équation aux différences

f(k + 2) + 2f(k + 1) + f(k) = 0,8g(k + 1) + 0,4g(k) pour k ≥ 0

où :

f(k) et g(k) causaux,

g(0) = 1, g(1) = 0,5,

g(2) = −0,5 et g(k) = 0,pour k > 3

➠ En utilisant la réccurence

f(0) = 0,

f(1) = 0,8,

f(2) = −0,8,

f(k) = 0,6(−1)k+1,pour k > 3.
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➠ En utilisant la transformée en z sur

f(k) + 2f(k − 1) + f(k − 2) = 0,8g(k − 1) + 0,4g(k − 2) pour k ≥ 2.

et sachant que G(z) = 1 + 0,5z−1 − 0.5z−2, on obtient

F (z) =
0,2(4z2 − 1)

z2(z + 1)
= 0,2

(

3 +
1

z
− 1

z2
− 3z

z + 1

)

et donc

f(k) = 0,6δ(k) + 0,2δ(k − 1) − 0,2δ(k − 2) − 0,6(−1)k
U(k)
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