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1 – Systèmes linéaires à temps discret

☞ Modèles des systèmes à temps discret (modèles externes)

U(z)

u(k) y(k)

Y (z)
G(z)

➠ Equation aux différences (éq. récurrente) :

a0y(k) + a1y(k − 1) + · · · + any(k − n)

= b0u(k) + b1u(k − 1) + · · · + bmu(k − m)

pour un système causal
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➠ Fonction de transfert du système à temps discret ou transmittance discrète

G(z) =
Y (z)

U(z)

➛ Relation biunivoque avec l’équation aux différences

G(z) =

m
∑

i=0

biz
−i

n
∑

i=0

aiz
−i

➛ Pôles et zéros du système discret

➛ Polynôme caractéristique

➛ Gain statique
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➠ Fonction de transfert à temps discret est la transformée en z de la réponse

impulsionnelle du système

Si u(k) = δ(k) alors U(z) = 1 =⇒ Y (z) = G(z)

➠ Relation entre la sortie y(k), l’entrée u(k) et la réponse impulsionnelle g(k)

y(k) = (g ? u)(k) =
∞

∑

n=−∞

g(n)u(k − n) =
∞

∑

n=k

g(n)u(k − n)
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☞ Prpriétés des systèmes à temps discret :

➠ Système linéaire : obéit au principe de superposition

➠ Système causal : y(k0Te) � u(kTe) avec k > k0

➠ Système stationnaire (invariant) : un décalage temporel de l’impulsion unité

appliquée à l’entrée provoque le même décalage temporel à la sortie
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2 – Transmittance échantillonnée

☞ Système à entrée et sortie échantillonnées

G(s)
y(t)

Te

Y (s)

Y (z)

ye(t)

Ye(s)

u(t)
Te

U(s)

ue(t)

Ue(s)

U(z)

Ye(s) = (G(s)Ue(s))e =
1

Te

+∞
∑

k=−∞

Y

(

s − j
2πk

Te

)

=
1

Te

+∞
∑

k=−∞

G

(

s − j
2πk

Te

)

Ue

(

s − j
2πk

Te

)
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=⇒ Ye(s) = Ge(s) Ue(s) =⇒ Y (z) = G(z) U(z)

☞ Remarques :

➠ Transmittance échantillonnée G(z) =
Y (z)

U(z)
= Z{g(t)} = Z{G(s)}

➠ On a la relation suivante

Z{G(s)Ue(s)} = G(z)U(z)

➠ Si l’échantillonneur d’entrée est absent alors

Y (z) = Z{G(s)U(s)} 6= G(z)U(z)
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3 – Transmittance échantillonnée des systèmes ouverts

☞ Sous-systèmes en série :

Te

Y (z)

y(t)

Y (s)

ye(t)

Ye(s)

u(t)
Te

U(s)

ue(t)

Ue(s)

synchronisation

G2(s)G1(s)

Y (s) = G1(s)G2(s)Ue(s) et donc

Ye(s) = (G1(s)G2(s)Ue(s))e = (G1(s)G2(s))e Ue(s)
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=⇒ Y (z) = Z{G1(s)G2(s)}U(z) = Z{L−1{G1(s)G2(s)}}U(z)

➠ De manière générale :

(G1(s)G2(s))e 6= (G1(s))e (G2(s))e
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☞ Echantillonnage d’un système continu précédé par un BOZ :

u(t)
Te

U(s)

ue(t)

Ue(s)

Te

Y (z)

y(t)

Y (s)

ye(t)

Ye(s)
BOZ G(s)

synchronisation

Y (z)

U(z)
= (1 − z−1)Z

{

G(s)

s

}

avec la notation Z

{

G(s)

s

}

= Z

{

L−1

{

G(s)

s

}}
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☞ Exemple :

G1(s)
Ue(s)

u(t)
Te

U(s)

ue(t)
G2(s)

Te

Y (z)

y(t)

Y (s)

ye(t)

Ye(s)

x(t)

X(s) Xe(s)

xe(t)

synchronisation

Xe(s) = (G1(s)Ue(s))e = (G1(s))eUe(s) =⇒ X(z) = Z{G1(s)}U(z)

Analogiquement, on a :

Ye(s) = (G2(s)Xe(s))e = (G2(s))eXe(s) =⇒ Y (z) = Z{G2(s)}X(z)

=⇒ Y (z) = Z{G1(s)}Z{G2(s)}U(z)
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4 – Transmittance échantillonnée des systèmes bouclés

☞ Sans correcteur numérique :

Te
Te

Y (z)

ye(t)

Ye(s)

y(t)

Y (s)

e(t)

E(s)

ee(t)

Ee(s)

r(t)

ym(t)

Ym(s)
G2(s)

G1(s)
R(s)

−
+
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G1(s)

G2(s)

+

r(t)

R(s) Re(s) −

re(t)
Te

R(z) Y (z)

ye(t)

Ye(s)

y(t)

Y (s)

ym(t)

Ym(s)

Te

Te

yme
(t)

Yme
(s)

ee(t)

Ee(s)

Y (z) = Z{G1(s)}E(z)

Ym(z) = Z{G2(s)G1(s)}E(z)

E(z) = R(z) − Ym(z)















=⇒
Y (z)

R(z)
=

Z{G1(s)}

1 + Z{G2(s)G1(s)}
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☞ Avec correcteur numérique :

r(k)

R(z)
−

+

Te

Te

Y (z)

ye(t)

Ye(s)

y(t)

Y (s)

e(k) u(k) u(t)

E(z)

ym(k)

Ym(z)

ym(t)
H(s)

BOZC(z) G(s)

Y (z) = Z{G(s)B0(s)} U(z)

Ym(z) = Z{H(s)G(s)B0(s)} U(z)

U(z) = C(z) E(z) et

E(z) = R(z) − Ym(z)



























=⇒

Commande numérique des systèmes Février 2007
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Y (z)

R(z)
=

C(z) Z{G(s)B0(s)}

1 + C(z) Z{H(s)G(s)B0(s)}

=

(1 − z−1) C(z) Z

{

G(s)

s

}

1 + (1 − z−1) C(z) Z

{

H(s)G(s)

s

}

➠ Exercice : calculer les transmittances G(z) et H(z) du schéma équivalent

yr(k)

−

+

e(k)
C(z)

y(k)
G(z)

H(z)

u(k)

ym(k)
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5 – Systèmes bouclés en présence de perturbations

r(k)

R(z)
−

+

e(k) u(k) u(t)

E(z)
BOZ

ym(t)ym(k)

Ym(z)

Te

n(k)

+

Te

Y (z)

ye(t)

Ye(s)

y(t)

Y (s)

p(t)

P (s)

N(z)

C(z) G1(s)

G2(s)

+
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☞ 1ère méthode : utiliser l’algèbre des blocs

E(z) = R(z) −
(

N(z) + Y (z)
)

Y (z) = Z{G1(s)B0(s)} C(z)E(z) + Z{G2(s)P (s)}

=⇒

Y (z) =
C(z) (1 − z−1) Z

{G1(s)

s

}

1 + C(z) (1 − z−1) Z
{G1(s)

s

}

(

R(z) − N(z)
)

+
1

1 + C(z) (1 − z−1) Z
{G1(s)

s

}

Z{G2(s)P (s)}
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G. Iuliana BARA



Transmittance des systèmes échantillonnés 78

☞ 2ème méthode : utiliser le théorème de superposition des effets

➠ Entrée seule :

Y (z) =
(1 − z−1)C(z)Z

{G1(s)

s

}

1 + (1 − z−1)C(z)Z
{G1(s)

s

}

R(z)

➠ Bruit seul :

Y (z) = −
(1 − z−1)C(z)Z

{G1(s)

s

}

1 + (1 − z−1)C(z)Z
{G1(s)

s

}

N(z)

➠ Perturbation seule :

Y (z) =
Z

{

G2(s)P (s)
}

1 + (1 − z−1)C(z)Z
{G1(s)

s

}
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6 – Transformée en Z modifiée

☞ Motivation :

➠ Observer un signal entre les instants d’échantillonnage

Exemple : système analogique avec un correcteur numérique à réponse pile

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

1.2

1.4

1.6

Temps(s)

y(
t)
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=⇒ bonne réponse aux instants d’échantillonnage mais pas entre les instants

d’échantillonnage

➠ Extension de la transformée en Z permettant d’intégrer des retards qui ne sont

pas multiples de Te
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☞ Définition :

e−λTes

Te

f(t) f(t − λTe) fe(t − λTe)

La transformée en z modifiée du signal (ou de la fonction) f(t) est la transformée

en z de f(t − λTe) :

Zm{f(t)} = Z{f(t − λTe)} =
∞

∑

k=0

f((k − λ)Te)z
−k

avec λ ∈ (0, 1]
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Soit m = 1 − λ avec 0 ≤ m < 1, alors :

Zm{f(t)} = F (z,m) = Z{f(t − Te + mTe)}

=
∞

∑

k=1

f((k − 1 + m)Te) z−k

= z−1

∞
∑

k=0

f((k + m)Te) z−k
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☞ Propriétés :

➠ Linéarité

Zm{αf(k) + βg(k)} = αFm(z) + βGm(z), ∀α,β ∈ <

➠ Correspondance avec la transformée en z

F (z,0) = z−1 F (z) et lim
m→1

F (z,m) = F (z) − f(0)

➠ Théorème de la valeur initiale

lim
m→0, k→0

f((k + m)Te) = lim
z→∞

z F (z,0)

➠ Théorème de la valeur finale

lim
k→∞

f((k + m)Te) = lim
z→1

(1 − z−1) F (z,m)
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☞ Transmittance en z modifiée :

G(s)
y(t)u(t)

Te

ue(t)

ye(t − λTe)
Te

e−λTes

G(z,m) =
Y (z,m)

U(z)
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☞ Exemple :

Te

Y (z,m)

ye(t − λTe)

r(k)

R(z)
−

+

Te

e(k) u(k) u(t)

E(z)

ym(k)

Ym(z)

ym(t)
H(s)

BOZC(z) G(s)
y(t)

e−λTes

Y (z)

R(z)
=

(1 − z−1) C(z) Zm{
G(s)

s
}

1 + (1 − z−1) C(z) Z{
H(s)G(s)

s
}
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☞ Inversion de la transformée en Z modifiée :

➠ Tables de transformée

➠ Division polynomiale
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G. Iuliana BARA



Transmittance des systèmes échantillonnés 87

☞ Application au cas des systèmes avec un retard quelconque :

r(k)

R(z)
−

+

Te

e(k) u(k) u(t)

E(z)

ym(k)

Ym(z)

ym(t)
H(s)

BOZC(z) G(s) e−Trs
yi(t) y(t) = yi(t − Tr)

Soit Tr = k0Te + λTe avec λ ∈ (0, 1] alors

Y (z) = Z{y(t)} = Z{yi(t − Tr)} = Z{yi(t − (k0 + 1)Te + mTe)}

= z−k0 Z{yi(t − Te + mTe)} = z−k0 Yi(z,m)
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De plus,

E(z) = R(z) − Ym(z) et

Ym(z) = z−k0 C(z) (1 − z−1) Zm

{

G(s)H(s)

s

}

E(z)

=⇒
Y (z)

R(z)
=

z−k0 (1 − z−1) C(z) Zm

{

G(s)

s

}

1 + z−k0 (1 − z−1) C(z) Zm

{

G(s)H(s)

s

}
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