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1 — POles des systemes echantillonnés

T. Te
W) e wl) [T w0 S w)
Ul(s) Ue(s) Y (s) Ye(s)
U(z) Y (2)

Y
[] Péles en s du systéeme = poles de la fonction de transfert G(s) = T ((S))
el S
5 5 . , . Y(2)
[1 Poles en z = poles de la transmittance échantillonnée G( ) — U( )
Z

Correspondance : s = p; — z = ePile
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[l Systémes du premier ordre:

p1 <0

Wi
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|1 Systemes du second ordre :

Kw,
s? + 26wps + w?

G(s) =

Deux poles en s complexes conjugués: 512 = —(£ £ j/1 — £2)wy,
A — ; _£2
—> poles en 2. 2190 =€ EwnTe €:|:J\/1 E209 I

[1 Courbes a & = constant:

__ &0 _
19 =€ V1-¢ et1% o0 0 = /1 — £2w,, T, = spirales logarithmiques

L] Courbes w,, = constant: courbes perpendiculaires aux spirales logarithmiques

|
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Im(2)

L

7

Re(z)

4
ANP,

Wn = c‘onstante

L
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|| Systémes d'ordre quelconque:
Im(s)

A Im(2)

iy
------------- JT

Re(s)

z = e®le

plan en s > planenz
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|1 Systemes avec retard:

Soit G(s) = e "!<(G(s) avec n € N alors

G(z) = Z{g(t)} = 2{L{e " Ci(s)}}

Zign(t —nTe)} = 27" Z{g: (1)}

= 2 "Z{LTH{G(s)}} = 2" Z{{Ga(s)}
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L] Exemple:

[] Systeme d’ordre 1:

K
Soit G(s) = alors
(5) 1+ 7s
K =z T
G(z) = Z{G(s)} = aveCc c—=¢ r
() = Z{G(s)) =~ ——
[l Systeme d’ordre 1 précédé par un BOZ:
. K .
Soit G(s) = précédé par un BOZ alors
1+ 7s

K(I—C) Te

aveC c=e 7

G(S)} _

S <z — C

G(z) = (1— 2z Z{
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2 — Zéros des systemes échantillonnés

[ Pas de relation simple entre les zéros de (G(s) et ceux de G(z)

[1 G(s) est a déphasage non minimal = (G(z) est & déphasage non minimal

[] Un systéme continu sans zéros dans le demi-plan de droite peut donner un

systeme échantillonné avec des zéros en dehors du cercle unité
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3 — Réponse temporelle des systemes échantillonnés

| | Méthodes de calcul:

L1 A partir de I'équation aux différences

[1 A partir de la fonction de transfert

y(k) = Z7Y{G(2)U(2)} = décomposition en éléments simples

Soit p1, P2, - - -, P, les poles de G(z) avec m;, © = 1,...,ny,

I'ordre de multiplicité de chaque pble

Soit 21, 23, . . ., 24 les poles de U(z)
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Y(z) = Z Gy (2) + Z U;(2)

-~ 4 \ 7
caract. intrinséques au G(z)  régime forcé
s
: Az 2
avec G;(z) = L
Z_; (2 = pi)’
j_
[1 Notion de mode du systeme:
G;i(2) si p; pole réel

pole p; = mode <= § G;(2) + G;(z) sip; etp} paire de poles

complexes conjugués
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—
[1 Mode réel p; :

réponse associée au mode réel  Z71{G;(2)} = B;(k)p"

avec P;(k) un polynome en k d’ordre m; — 1

[ Si|p;| < 1alors

Pi(k)pf — 0 lorsque k — o0 = modes convergents

A Im(2)
A
® I’
Mode 9 Mode
oscillatoire I S B . apéeriodique
IR 990
| X % = Re(?)
| 0 1
B
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[ Si|p;| > 1 alors

P;(k)p; — £00

7
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lorsque kK — o0 — modes divergents

A Im(2)
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(1 sSi |p;| = 1 et P;(k) est un polyndme constant (m; = 1) = modes

entretenus

[0 sSi|p;| = 1 et P;(k) est de degré non nul = divergence polynomiale

Modes A Im(2)
entretenus
® 9 ° | —
[ G -
—
—1 0 Re(2)
B
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[1 Mode complexe associé aux poles p et p*:

réponse associée au mode complexe
P (k)p* + Ps(k)p** = P(k)|p|* sin(k6 + ¢)
avec P(k) un polyndme en k a coefficients réels, d’ordre m; — 1

[l Silp| <1 = régime oscillant amortie

[ Si

Si |p| = 1 de multiplicité > 1 (P (k) est de degré non nul) —
oscillant divergent

p
[l Si|p| >1 == régime oscillant non amortie
p

= 1 de multiplicitt 1 = mode oscillant entretenu
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B
A im(2)
A Modes
i entretenus A
5 ° ®
L . L — °® .: E °
IR Modes — -
() Co
convergents °
Modes X
divergents | -
1 0
X 4\ / Re(z)
A /
H . /
N L
* e
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[ Superposition des modes:

Z contributions de tous les modes du systeme -+ réponse forcée

[1 Deux sources d’oscillations:

— présence des podles complexes conjugués

— présence des poéles a partie réelle négative
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4 — Reponse fréquentielle des systemes échantillonnés

L] Systéme discret:

Soit le systéme discret, causal G(z) = Z{g(k)}

en régime stationnaire

siu(k) = Upsin(2nvk) U(k) —
(k) ( ) U(K) y(k) = Uy G(v) sin(2rvk + ¢(v))

Réponse fréquentielle en module et en phase (diagramme de Bode) :

[ 1G(2) |

o — pi2m en faisant z parcourir le cercle unité

1 1
arg(G(z))Z _ j2mv  Clestadire pour v € [—5; 5]

\

B
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L] Systéme échantillonné:

Soit le systéme échantillonné G(z) = Z{G(s)}

y
en régime stationnaire

siu(k1,) = Uysin(w1.k) U(k) —
- BB = S y(k) = Up G(w) sin(wTek + ¢(w))

\

Réponse fréquentielle en module et en phase (diagramme de Bode) :

)
| G(2) |z _ T en faisant z parcourir le cercle unité

arg(G(z)), _ _jur. Clestadire pourw € [—
\ —

7T. 7T]
T." T

-
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I
L1 Exemple:
Soit G(s) : Bcédé BOZ al
oit G(s) = récédé par un alors
s+ 95 P P

(z—c¢) z—0,6065

G(z) = (1— Zl)Z{G(S)} _ 51 —c_ 007869

S

—5T%e

avecc = e et la période d’échantillonnage 7, = 0.1
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5 — Stabilité des systemes échantillonnés

|| Définition de la stabilité BIBO:

Un systeme définit par ses entrées-sorties est BIBO stable si pour toute entrée

bornée

I u(k) floo= sup | u(k) |< oo
keN

la sortie est bornée

I y(k) [loo=sup | y(k) [< 00
keN

[ | Théoréeme sur la stabilité:

Un systeme linéaire invariant a temps discret est stable si et seulement si tous ses

poles sont de module strictement inférieur a un.
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1 Critére de Jury:

Soit le systeme a temps discret de fonction de transfert :

N(z
G(z) = () avec D(z)=ap+aiz+---+a,z" et a, >0
D(z)
Notations::
f Qo; — ai,Vi:O,l,...,n
5,0  Gjn—j—i
< afj—l—l,z —
aj7n_] aj7z
Vi=01,....n—1let0<i<n—753—1
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Le polynome D(z), a coefficients réels, a ses racines de module inférieur & I'unité si

et seulement si les inégalités suivantes sont veérifiées::

1. |ag| —a, <0
2. D(1) >0
3. (=1)"D(-1)>0

4, |CLj,0‘ — \aj,n_j\ > O,\V/j — 1, 2, oo g M = 2
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[] Systeme d’ordre 1:

D(z) = ag + ayz et les conditions du critére sont
1. |ag| < ay

2. apg +a; >0

3. —ag+a; >0

[] Systeme d’ordre 2:
D(z) = ag + a1z + az* et les conditions du critére s’écrivent
1. |ag| < as
2. ap+ay +ag >0
3. a9 —aj; +ay >0
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[] Systéme d’ordre 3:

D(z) = ag + a1z + axz* + a3z et les conditions du critére devient
1. |ag| < ag

2. ag+ a1 +as +asz >0

3. —ap+a; —ay+az >0

4. |ag — a3| > |agas — aza1| < a3 — ai > |agas — aza,

ag a as
as ai ago
ap as ap a2 ao
a1 o = ayl1 = a1 2 =
az agp az ai as
B |
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[ | Transformée en w et critére de Routh:

[l Transformée en w:

z—1 1 4+ w
w = > = —
z+1 1 —w
Si 2 = e/¥Ie glors: |
esze — 1 ’ (CUTG)
w= — — jtan(——
el 11 7 D

donc, pour w1, € [—m, 7| on obtient w € j[—00, 00|
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De plus,

1 + Re(w))? + Im(w)?

\z\_\/( (w)) () — |2| <1 <= Re(w) <0
v/ (1 —Re(w))? + Im(w)?

A Im(z) A Im(w)
14+ w
Plan en z = _
1l —w
— Plan en w
—L L R:(z) R:(w)
see—
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[ 1 Transformée en w et critére de Routh:

Le polyndéme dénominateur D(z) de la fonction de transfert est stable si le

polyndme en w :

D(z)|._1+w a des racines a partie rélle négative

1—w

1
cadsi D'(w) = (1 —w)"D (1+_w> vérifie le critére de Routh
— W

- TN——
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